Borel —Cantelli Lemmalari
Birinci Borel-Cantelli Lemmasi:

(Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve (4,,) U daki olaylarin herhangi bir dizisi olsun. Bu durumda;

D P(Ay) < o0 = P(limsup(4,)) = 0

n=1
dir.
ISPAT: limsup 4, = N~ Usz,, A oldugunu biliyoruz. Ayrica B, = Uj-, Ak, n =12, ...

n—-oo

olarak tanimlansin.

P (limsup An> = P(Np=1 Up=n Ax)

n—->oo

= P(nrolo=1 Bn)

= P (lim B,)

n—-oo

= limP(B,,)
n—>oo
= lrllr_l:log(ul?=n Ay)

yazilabilir. Burada B,, kiime dizisi azalan bir kiime dizisidir ve B, | limsup A,, dir. Ayrica

n—-oo

P(Up=1 Ay) < X521 P(Ay) oldugunun gozoniine alinmasiyla

P (limsup An> = limP(U-, Ax)
n—>oo

< 7111—I>Ic>lo Zl?:nP(Ak)

= lim [, P(Ai) — XkZ1 P(Ay)]
= ZIO<O=1 P(Ak) - Zlio=1 P(Ak)

=0

bulunur, yani P (limsup An> = 0 dir.

n—oo

Ek olarak

P (limsup An) =0=>P (liminfzn) =1

n—oo n-oo

P (limsup An) =0=>P (limiann) =0

n—oo n—oo



olacag1 aciktir.

TANIM: (Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve (4,) U da ki olaylarin herhangi bir dizisi olsun.
A4, A,, ... olaylariin her sonlu tanesi bagimsiz, yani;

P(Ail n AiZ n..N Aik) = P(All) P(Alk) ,k = 2,3,
ise Ay, A,, ... olaylarina bagimsiz denir.
ikinci Borel-Cantelli Lemmasi:

(Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve (A,,) U daki olaylarin bagimsiz bir dizisi olsun. Bu durumda;

Z P(A,) =0 =P (limsup An> =1
n=1

n—->oo

ISPAT:

p (limsup An> = P(N%, UZ., A,) oldugunu biliyoruz. B, = U, A,n = 1,2, ... olarak

n—->oo

tanimlanirsa B,, | olacagi agiktir. B, | iken limP(B,) = P (lim Bn) = P(Ny=1 By,) dir.
n—-oo n—0oo

P (limsup An> = P(Np=1 Up=n 4x)

n—oo

= P(lim ,)

= lim P(B,)

n—oo

= %i_{?op(ul?zn‘qk)

=1 - lim P(N;Z, Ax)
elde edilir. m > n olmak iizere N, A © NT-, A olur ve bodylece
P(nlc:;nzk) < P(n;cn=nzk) = Hzn=np(zk)
ifadesine ulagilir. 1 —x < e™ ,VxeR oldugundan
P(“I?:nzk) < P(“?:nzk) = H?:np(zk) = r”?:n(l - P(Ak)) < H?:ne_P(Ak)

= e—ZZLnP(Ak)

dir. Yani,



P(NE,Ay) < e Zk=nPA) m>n. m-oo ile limite gecilise P(N,4;) <0
olacagindan P(Up-,A4x) =1— P(n,‘?:nZk) =1 bulunur. Boylece P (limsup A, =1
n—-oo

sonucuna ulasilmis olur.

Sonug (0-1 Kanunu): (£, U, P) bir olasilik uzay1 ve (4,) U daki olaylarin bagimsiz bir dizisi
olsun. Bu durumda

0, Z P(A,) <
n=1

k1, Z P(A4,) = »

n=1

P (limsup An> =

n—-oo

dir.

ORNEK: Hilesiz bir madeni paranmn ardarda atilmasi deneyini goéz Oniine alalim. n =
1,2, ...i¢in A,, n. atista tura gelmesi olay1 olsun. (4,,) bagimsiz olaylarin bir dizisidir ve

P(A,) = g n=1.2,..
olacagi aciktir. Buradan

T P(Ay) = Yoy = o0

olup ikinci Borel-Cantelli lemmasi geregince P <limsup An> = 1 bulunur. Yani sonsuz kez tura

n—-oo

gelmesi olasiligi 1’dir. Simetriden dolay1 sonsuz kez yazi gelmesi olasiligi da 1’dir



