BAGIMSIZ VE DURAGAN ARTISLI SURECLER
TANIM:

{X(t),t € T} bir stokastik siire¢ olsun. n keyfi bir dogal say1 olmak ilizere t; <t, < -+ <'t,
sartin1 saglayan T parametre kiimesine ait t;, ..., t,,’lerin her se¢imi i¢in

X(tz) = X(t1), X(t3) = X(3), ..., X (ty) — X(tn—1)

rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ise {X(t),t € T} stokastik siirecine bagimsiz artigh
stokastik siire¢ denir.

T parametre kiimesi en kiigiik bir t, elemanina sahip ise {X(t),t € T} stokastik siirecinin
bagimsiz artigliligi

X(to), X(t1) — X (o), X (£2) — X(£1), ., X (n) — X (Ep—1)
rasgele degiskenlerinin bagimsizligi ile verilir.

TEOREM:

{X(t),t € T} bagimsiz artish bir stokastik siire¢ olsun. T nin kii¢iik elemani1 var ve X(t,) = 0
olmak tizere, bu siirecin tiim sonlu boyutlu dagilimlari her s,t € T i¢in X(t) — X(s) rasgele
degiskeninin dagilimi ile tek olarak belirlenir.

ISPAT:

fxep,..xt,) X(t1), ..., X(t,)) rasgele vektoriiniin olasilik (yogunluk) fonksiyonu olsun.

X(t1) = x1, X(t3) = x5, ..., X(t,) = x,, © X(t1) = %9, X(t5) — X(t) = x, —
xl, e .,X(tn) - X(tn—l) = xn - xn_l

olarak yazilabildiginden
fX(tl),...,X(tn)(xp ey Xp)= fX(tl),X(tz)—X(tl),...,X(tn)—X(tn_l) (X1, X2 = X154, X — Xp—1)
= fX(tl)(xl)fX(tz)—X(tl)(xz —x1) -"fX(tn)—X(tn_l)(xn — Xp_1)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

TANIM:

{X(t),t € T}bir stokastik siire¢ olsun. Her h>O0Oveher t+h €T icinX(t+ h) —
X(t) rasgele degiskeninin dagilimi sadece h’ye baglh (t den bagimsiz) ise {X(t),t € T}
stokastik siirecine duragan artigh siire¢ denir.



ORNEK:

t > 0 olmak iizere N (t) t zamanina kadar belirli tiirden gerceklesen olaylarin sayis1 olsun. Bu
sekilde olusturulan {N(t), t = 0} stokastik siirecine bir sayma siireci ad1 verilir. 0< s < t i¢in
N(t) — N(s) artig rasgele degiskeninin (s,t] araliginda gerceklesen olay sayist oldugunun
g0zOniine alinmastyla:

e Bir sayma siirecinin bagimsiz artisli olmasi1 demek; herhangi sonlu tane ayrik zaman
araliklarinda gergeklesen olay sayilarinin birbirinden bagimsiz olmasi demektir.

e Bir sayma siirecinin duragan artish olmasi demek; bir aralikta gergeklesen olay
sayisinin dagiliminin yalnizca o araligin uzunluguna bagli olmasi demektir, olay
sayisinin dagilimi araligin zaman ekseni igerisindeki konumundan bagimsizdir.

ORNEK:

{X(t),t € T} bagimsiz ve duragan artish bir stokastik siire¢ olsun. T = [0,00) veya T =
{0,1,2, ...} olmak tlizere bu siirecin oratalama deger, varyans ve kovaryans fonksiyonlarini
bulunuz.

COZUM: {X(t),t € T} stokastik siirecinin ortalama deger fonksiyonunun
M@ =E(X®))

ile verildigini biliyoruz. Simdi f(t) = E(X(t) — X(0)) diyelim. Buradan f(t+s) =
E (X (t+s)—X (0)) olacagi agiktir. X(s) eklenip ¢ikarilir ve siirecin duragan artislilik
ozelligi kullanilirsa

ft+5)=EX(+s)—X(s) +X(s) — X(0))
=E(X(t+5)—X(s)) + E(X(s) — X(0))
= E(X(®) —X(0)) + E(X(s) — X(0))

esitligine ulasilir. Boylece f(t + s) = f(t) + f(s) denklemi elde edilir. Bu denkleme Cauchy
fonksiyonel denklemi denir. Bu denkleminin ¢oziimii

f) =at
ile verilir. O halde t = 1 i¢in f(1) = a olacagindan f(t) = f(1)t olur. Boylece
EX(@®) —X(0)) = E(X(1) — X(0)t
dir. Buradan
M) =E(X(6)) = E(X(1) — X(0))t + E(X(0))
dr.

Simdi f(t) = Var(X t)—-X (0)) olsun. Bagimsiz ve duragan artiglilik yardimiyla



f(t+5s) =Var(X(t+s) — X(0))

= Var(X(t +5) — X(s) + X(s) — X(0))

= Var(X(t +s) — X(s)) + Var(X(s) — X(0))

= Var(X(t) — X(0)) + Var(X(s) — X(0))

=f®) +f(s)
bulunur. t = 1 igin (1) = a olacagindan f(t) = f(1)t olacagi agiktir. Béylece

f(&) =Var(X(@®) —Xx(0)) = (Var(X(1) — X(0))t
dir. Buradan da
Var(X(t)) = [Var(X(1)) — Var(X(0))]t + Var(x(0))

elde edilir,

O halde bagimsiz ve duragan artish bir siirecin ortalama deger ve varyans fonksiyonlar1 t ye
gore lineerlerdir.

{X(t),t € T} stokastik siirecinin kovaryans fonksiyonu
K(s,t) = Cov(X(s),X(1)) s<t

= Cov(X(s), X(t) — X(s) + X(5))

= Cov(X(s),X(t) — X(s)) + Cov(X(s), X(5))

= Var(X(s))

=[Var(X(1)) — Var(x(0))]s + Var(x(0))
dir. Boylece

K(s,t) = Cov(X(s),X(t))
=[Var(x(1)) — Var(X(0))] min(s, t) + Var(X(0)), s,t € T

olur.

Eger X(0) = 0 olursa
EX@®) =EX)t

Var(X(t)) = Var(X(l))t



ve siirecin kovaryans fonksiyonu da s < t igin
Cov(X(s), X(t)) = Var(X(l))s
olacaktir.
ORNEK (ODEV):
1. Rasgele yliriiylis siirecinin bagimsiz ve duragan artisl oldugunu gosteriniz.

2. Rasgele yiiriiyiis siirecinin sonlu boyutlu dagilimlarini bulunuz.



