TANIM: GUCLU DURAGANLIK

T lineer bir parametre kiimesi olmak iizere bir {X(t),t € T} stokastik siirecini g6zoniine
alalim. Verilen bir n € N i¢in ti, ...,t, € T ve h € T olmak iizere
(X(ty), ..., X(t,)) rasgele vektorii ile (X(t; + h), ..., X(t, + h)) rasgele vektdrii aym
dagilimli ise bu stokastik siirece n. mertebeden gii¢lii duragandir denir. Her n dogal sayist i¢in
n. mertebeden gii¢lii duragan siirece ise gii¢lii duragan siireg ad1 verilir.

Not: Bir stokastik siire¢ giiglii duragan ise X (t) rasgele degiskeninin dagilimi t’den bagimsiz
ve tiim moment fonksiyonlar1 sabittir.

TEOREM: k < n olmak iizere n. mertebeden duragan olan bir stokastik siire¢ k. mertebeden
de giiclii duragandir.

Yukarida verilen teoremin tersi dogru degildir. Yani k < n olmak {izere k. mertebeden giiglii
duragan olan bir stokastik siire¢ n. mertebeden duragan olmak zorunda degildir.

TANIM: ZAYIF DURAGANLIK

T bir parametre kiimesi olmak tizere {X(t), teT} sonlu ikinci momentlere sahip bir stokastik
stire¢ olsun. Bu siirecin kovaryans fonksiyonu K (s, t) yalnizca |t — s| nin bir fonksiyonu ya
da denk olarak her t,h €T igin Cov(X(t),X(t+h))=R(h) olacak sekilde bir
R fonksiyonu varsa {X(t), t € T} siirecine zayif duragan ya da kovaryans duragan denir.

Not: Zayif duragan bir stokastik siirecin varyans fonksiyonu sabittir, yani t‘den bagimsizdir.

Ornekler.
1. X(t) = cos(At),t = 0 stokastik siirecini gézoniine alalim. A~ U (0,2m) olsun,
a) M(t),V(t),K(s,t) fonksiyonlarini bulunuz.

b) Siire¢ zayif duragan midir?

o M(t) = E(cos(At)) = [}

o E(X2(1) = E(cos?(At) = [, cos? at -—da

21 cos(2at)+1
= cosan+t 4
0 41

1 1.
"cosat—da = —sin( 2mt)
2 2mt

= % + %sin (4mt)
olup Var(X(t)) = E(X2(t)) — E(X(£))? oldugundan
Var(X(t)) = % + # sin (4nt) — (ant sin( 2711:))2
dir.

e s <t olmak lizere

K(s,t) = Cov(cos (As),cos(At)) = E(cos(As) cos(At)) — E(cos(As))E (cos( At))



dir. Matematiksel islemler 6dev olarak birakilmistir.

X(t) = cos(At),t = 0 stokastik siirecinin varyans fonksiyonu t’ye bagli oldugundan zayif
duragan degildir.

2. {X(t),t € T} zayif duragan bir stokastik stire¢ olsun. R(h) = C ov(X (t+h),X (t)) olmak

lizere,

a. R(0O)=0
b. R(h) = R(—=h)
c. |R(h)| < R(0)

oldugunu gosteriniz.
a) R(0) = Cov(X(t),X(1)) = Var(X(t)) = 0 olacag: agiktur.

b) R(h) = Cov(X(t),X(t + h))’de t' =t+h donisimi yapilirsa R(h) = Cov(X(t’ —
h),X(t’)) bulunur. Ayrica R(—h) = Cov(X(t),X(t - h)) oldugundan R(h) = R(—h)
olacagi agiktir.

c) |Cor(X(t),X(t + h))| < 1 oldugunu biliyoruz.

Cov(X(t), X(t + h))
JVarX(@©Var(X(t +h)l ~

|Cor(X(©), X(t + h))| =

yardimiyla

|Cov(X(t), X(t + h))| < JVar(X(t))Var(X(t +h))

yazilabilir. Siirecin zay1f duragan oldugu bilindiginden
IR(h)| < R(0)
olur.

3. U,~Ustel(@ =1) ve V,~N(u=0,0°>=1), n=1,2,.. olarak verilsin. U,veV, ler
bagimsiz olsunlar.

¥ = {Un n=1305,..
n Y, n=24,06,..

ile tanimlanan {X,,,n = 1,2, ... } slirecinin duraganligini inceleyiniz

n =1 i¢in X,;~Ustel(8 = 1), n =2 i¢in X,~N(0,1) oldugundan X; ve X, aym dagiliml
degildir. Bu durumda {X,,n = 1,2,...} siirecinin giigli duragan olmadig1 agiktir. Ciinkii
{X,,n = 1,2, ..} stireci 1. mertebeden duragan degil ise gii¢lii duragan olamaz.

Siirecin ortalama deger, varyans ve kovaryans fonksiyonlar1 asagidaki gibi verilir.



E(U,) ,ntek
E()  ngift

_{1 ,ntek
) ,nCift

EC) =

Var(U,) ,ntek

Var(Xn) = { Var(V,) , N Cift

_{1 ,n tek
|1 ,ncift

=1

1 k=0

Kovaryans n’den bagimsiz olup alacagi deger sadece k’ya bagli oldugu igin zay1f duragandir.

4. A ve B rasgele degiskenleri bagimsiz ve her biri N(0,02) dagilimh olmak iizere X (t) =
Acos(ft) + Bsin(ft) ile verilen stokastik siirecin duraganhigini inceleyelim. Burada f

pozitif bir sabittir.

Bu stokastik siirecin ortalama deger varyans ve kovaryans fonksiyonlarini bulalim.
E(X(®)) =0
Var(X(t)) = o

Cov(X(s),X(t)) = o2 cos(f(t —s))
oldugundan siire¢ zay1f duragandir.

(X(tl), ...,X(tn)) ile (X(tl + h), ... X(t, + h)) ayni dagilima sahip iseler siire¢ giiclii

duragan bir siire¢ olacaktir. Bunu gorebilmek i¢in

)

OI o? =+ a2 cos(f(t — ty))
b . . :

X(t), ... X)) ~N|u= I : )
0 g?cos(f(ty —ty)) - a?



ve

0 o’ = 0% cos (f(ty — ta))
X(t, +h),..,X(t, + h)~N ,u:H,Zz : g :
0

o? cos (f:(tl —t) o?

olarak bulundugundan rasgele vektorlerin her ikisi de ayni dagilimlidir. Boylece bu siirecin
tim sonlu boyutlu dagilimlari normal olup giiglii duragandir. Bu durumun sonlu boyutlu

dagilimlarin normal ve siirecin zay1f duragan olmasindan sonuclandigini ifade edebiliriz.

5. n € Z olmak iizere X,,’ler bagimsiz u = 0,02 = 1 ile ayn1 dagiliml rasgele degisken olsun.

Y, =X, —X,_;,n €Z ileverilen {Y,,, n € Z} stokastik siireci i¢in:
a) M(n),V(n), K(n, m) fonksiyonlarini bulunuz.

b)Siire¢ zayif duragan midir?



