POISSON SURECI

Tanim: N(t), (0,t] arah@inda gergeklesen belli bir tiirden olaylarin sayisi olmak tizere
{N(t),t = 0} stokastik siirecine bir sayma siireci denir.

{N(t),t = 0} sayma siireci T = [0,0) ve E ={0,1,2,...} ile siirekli parametre ve kesikli
durum uzayh bir siirectir. {N(t), t = 0} sayma siireci asagidaki 6zelliklere sahiptir.

N(t) = 0,vt >0,

N (t) negatif olmayan tamsay1 degerli bir rasgele degiskendir,

Egers < tise N(s) < N(t) “dir,

s<tigin N(t) — N(s) , (s,t] araliginda gerceklesen olay sayisidir.

AwbhE

Hatirlatma (Poisson Dagilimi): Bir X rasgele degiskenin olasilik fonksiyonu

e—AAx
fx(x) =PX =x) = o x=0..,1>0

ise X rasgele degiskenine A parametreli Poisson dagilimina sahip bir rasgele degisken denir ve
X~Poisson(A) bigiminde gosterilir. Bu rasgele degiskenin beklenen degeri, varyansi ve
moment ¢ikaran fonksiyonu, sirasiyla,

EX)=2  Var(X)=1 M. t) =ere-) teRr

dir. Poisson dagilimi siirekli ortamda kesikli sonuglar verirken asagidaki ozelliklere sahip
deneyleri modellemek i¢in kullantlir.

1)Ortamin ayrik kismindaki olaylarin sayis1 bagimsiz.

2)Ortamin ¢ok kii¢iik bir kisminda bir olay gerceklesmesi olasilig1 ortamin biiylkliigii ile
orantil1 olacak.

3)Ortamin ¢ok kiigiik bir kisminda iki yada daha ¢ok gerceklesmesi olasilig1 yaklagik
olarak sifirdir.

Tanim 1: {N(t), t = 0} bir sayma siireci ve A pozitif bir sabit olsun.
(N =0,
(ii) {N(t),t = 0} bagimsiz artigl,
(iii) s,t = 0 i¢in N(t + s) — N(s) rasgele degiskeni At ortalamali Poisson, yani

-t k
P(N(t +5) = N(s) = k) = %,k ~012,..

sartlarini1 saglayan {N(t),t = 0} sayma siirecine A oranli Poisson siireci denir.

Poisson siireci hem bagimsiz hem de (iii) 6zelliginden dolayr duragan artisli bir sayma
stirecidir. Poisson siirecine gore bir aralikta gerceklesen olaylarin sayisi yalnizca araligin
uzunluguna baglidir, yani N(t)~Poisson(At) dir.



{N(t),t = 0} sayma siireci A oranli bir Poisson siireci olsun. Bu siirecin ortalama deger ve
varyans fonksiyonlari sirasiyla

M@ =E(N®)=2tt=0
ve
V() =Var(N@®) =4t,t =0
dir. Siirecin kovaryans fonksiyonu ise s < t olmak iizere
K(s, t) = Cov(N(s), N(t))
= Cov(N(s),N(t) — N(s) + N(s))
= Cov(N(s),N(t) — N(s)) + Cov(N(s),N(s))
= Var(N(s)) =As
dir. Boylece
K(s,t) = Amin(s,t),s, t > 0.
{N(t),t = 0} A oranli bir Poisson siireci olsun. Bu siirecin ilk olarak iki boyutlu olasilik
?lz)lglzh?mlm bulalim, yanin = 0,1,2, ... olmak tizere k <nve s <t igin P(N(s) = k,N(t) =
N(s)=k,Nt)=n ©N(s)=k,N(t)—N(s)=n—k
oldugundan
P(N(s) =k,N(t) =n) =P(N(s) =k,N(t) = N(s) =n—k)
= P(N(s) =k)P(N(t) —N(s) =n—k)
=P(N(s) =k)P(N(t—s)=n—k)

_ e—ls ().S)k e—ﬂ.(t—s) (/'L(t_s)n—k
- k! (n—k)!

Odev: A oranli bir Poisson siirecinin sonlu boyutlu dagilimlarmi bulunuz.
Tamm (o(h) gosterimi): }ll_I)Itl) %h) = 0ise f(h) = o(h) yazilir.

f(h) = o(h) olmasi f fonksiyonunun h‘den daha hizli 0’a gittigi anlamu tagir.
Ozellik: f(h) = o(h) ve g(h) = o(h) iken af (h) + bg(h) = o(h) dur.

NOT: Herhangi bir sayma siirecinin Poisson siireci olup olmadigini anlamak i¢in yukaridaki 3
sart1 saglayip saglamadig: kontrol edilmelidir. Ilk iki sartin sinanmasi kolay olabilir. Ancak



3.sart1 kontrol etmek her zaman kolay olmayacaktir. Bu nedenle bu tanima denk asagidaki
tanimu1 vermek daha kullanish olur.

Tanim 2:{N(t), t = 0} bir sayma siireci ve A pozitif bir sabit olsun.
(HN(0) =0,
(ii) {N(t), t = 0} bagimsiz ve duragan artigl,
(ii)P(N(h) = 1)=Ah + o(h),
(iv)P(N(h) = 2) = o(h)
sartlarini saglayan {N(t), t = 0} stirecine A oranl1 Poisson siireci denir.
Teorem: Tanim 1 ve Tanim 2 denktir.
Ispat. Odev olarak birakilmistir.

Ornek. Bir benzin istasyonuna araclar dakikada A = 2 oranli bir Poisson siirecine gore
gelmektedir. Buna gore,

a) 11k 2 dk’da benzin istasyonuna hig ara¢ gelmemesi,

b) Herhangi 2 dk’lik zaman diliminde hi¢ ara¢ gelmemesi,
¢) Ik 2 dk’da 2°den fazla arac gelmesi,

d) ilk 1 dk’da 1 ve ilk 5 dk’da 4 ara¢ gelmesi
olasiliklarint hesaplayimiz.

e)E(N(10)) =? E(N(10)|N(5) =5) =?

Cozim. N(t) ilk t dakikada istasyona gelen araglarin sayisi olsun. N(t)~Poisson(2t)
oldugundan olasiliklar ve istenen beklenen degerler asagidaki gibi bulunur.

a)P(N(2) =0) =e™*
b) P(N(t +2) — N(t) = 0) = P(N(2) = 0) = e™*
C)P(N(2)=2)=1-P(N(2)<2)=1-P(N(2)=0)—P(N(2) = 1)
—1-e*—4e*=1—5¢*
d) P(N(1) = 1,N(5) =4) = P(N(1) = ,N(5) —N(1) =4 — 1)
= P(N(1) = 1)P(N(4) = 3)
= 2e™2¢7883

e) E(N(10)) =20



E(N(10)|N(5) = 5) = E(N(10) — N(5) + N(5)|N(5) = 5)
= E(N(10)- N(5)|N(5) = 5) + E(N(5)|N(5) = 5)

=E(N(10) = N(5)) +5=E(N(5)) +5=10+5 = 15.



