
VARIŞLAR ARASI ZAMAN DAĞILIMLARI 

{𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} bir sayma süreci olsun. Bu süreçte 𝑋1 rasgele değişkeni ilk olay 

gerçekleşinceye kadar geçen zaman olmak üzere 𝑋𝑛 rasgele değişkeni (𝑛 − 1). olay 

gerçekleştikten sonra 𝑛. olay gerçekleşinceye kadar geçen zamanı belirtsin. Bu şekilde 

oluşturulan {𝑋𝑛, 𝑛 = 1,2, … }  dizisine {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}  sayma sürecinin varışlar arası geçen 

zaman dizisi adı verilir.  

𝑆0 = 0 ve 𝑆𝑛 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛, 𝑛 = 1,2, …  yazalım. Burada 𝑆𝑛 sayma sürecinin 𝑛. 
olayının varış zamanını gösterir.  

Her sabit  𝑡 ≥ 0 için 𝑁(𝑡) = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑛: 𝑆𝑛 ≤ 𝑡} olduğu açıktır. Ayrıca {𝑁(𝑡) ≥ 𝑛} olayı 
{𝑆𝑛 ≤ 𝑡} olayına denk olduğundan  𝑃(𝑁(𝑡) ≥ 𝑛 ) = 𝑃(𝑆𝑛 ≤ 𝑡) olacaktır. 

Şimdi {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0} 𝜆 oranlı bir Poisson süreci olsun. İlk olayın gerçekleşme zamanı olan 𝑋1 

rasgele değişkeninin olasılık dağılımını bulalım, yani 𝑃(𝑋1 > 𝑡) =? 

𝑋1 > 𝑡 ⇔ 𝑁(𝑡) = 0 

olduğundan 

𝑃(𝑋1 > 𝑡) = 𝑃(𝑁(𝑡) = 0) =
𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝑡)0

0!
= 𝑒−𝜆𝑡        

olacağı açıktır. Bu durumda 

𝐹𝑋1
(𝑡) = 1 − 𝑒−𝜆𝑡      , 𝑡 ≥ 0 

olup 𝑋1~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (𝜃 =
1

𝜆
) bulunur. Buradan 

𝐸(𝑋1) =
1

𝜆
    ,     𝑉𝑎𝑟(𝑋1) =

1

𝜆2
 

dır. Şimdi ikinci olayın gerçekleşme zamanı olan 𝑋2 rasgele değişkeninin olasılık dağılımını 

bulalım. Bunun için ilk olarak aşağıdaki hatırlatmayı yapalım. 

Hatırlatma  

(Ω, 𝑈, 𝑃) bir olasılık uzayı ve 𝑋 ile 𝑌 bu uzayda tanımlı birer rasgele değişken olsun. 𝐸(𝑌) =

𝐸(𝐸(𝑌|𝑋)) olduğu bilinmektedir.  

𝑌(𝑤) = Ι𝐴(𝑤) = { 
1,   𝑤 ∈ 𝐴

0,   𝑤 ∈ Ᾱ
 

alınsın. Bu durumda  

𝐸(𝑌|𝑋 = 𝑥) = 𝐸(Ι𝐴|𝑋 = 𝑥) = 1𝑃(Ι𝐴 = 1|𝑋 = 𝑥) + 0𝑃(Ι𝐴 = 0|𝑋 = 𝑥) = 𝑃(𝐴|𝑋 = 𝑥) 

olur. Böylece 𝐸(𝑌) = 𝐸(𝐸(𝑌|𝑋)) koşullu beklenen değer eşitliğinden  𝐴 ∈ 𝑈 olmak üzere 

𝑃(𝐴) = ∫ 𝑃(𝐴|𝑋 = 𝑥)𝑑𝐹𝑋(𝑥)
∞

−∞
  

          = {
∑ 𝑃(𝐴|𝑋 = 𝑥)𝑃(𝑋 = 𝑥)     , 𝑋 kesikli𝑥∈𝐷𝑥

∫ 𝑃(𝐴|𝑋 = 𝑥)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑥
∞

−∞
          , 𝑋 sürekli

  



elde edilir.  Olasılık teorisinde bu ifade tam olasılık formülü olarak bilinir. 

𝑋1 üzerinden koşullandırma ile 

𝑃(𝑋2 > 𝑡) = ∫ 𝑃(𝑋2 > 𝑡|𝑋1 = 𝑠)
∞

−∞
𝑓𝑋1

(𝑠)𝑑𝑠  

                  = ∫ 𝑃(𝑋2 > 𝑡|𝑋1 = 𝑠)
∞

0
𝜆𝑒−𝜆𝑠𝑑𝑠  

dır. Ayrıca  

𝑃(𝑋2 > 𝑡|𝑋1 = 𝑠) = 𝑃((𝑠, 𝑠 + 𝑡] aralığında 0 olay|𝑋1 = 𝑠) 

                              = 𝑃(𝑁(𝑠 + 𝑡) − 𝑁(𝑠) = 0)  

                              = 𝑃(𝑁(𝑡) = 0) = 𝑒−𝜆𝑡  

olarak elde edilir. Bu durumda 𝑋2 rasgele değişkeninin dağılımı 

𝑃(𝑋2 > 𝑡|𝑋1 = 𝑠) = 𝑒−𝜆𝑡  

dir. Böylece 𝑋2~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙 (
1

𝜆
) olacağı açıktır. Ayrıca 𝑃(𝑋2 > 𝑡|𝑋1 = 𝑠) = 𝑃(𝑋2 > 𝑡) 

olduğundan  𝑋1 ve 𝑋2 bağımsızdır. Genelde 𝑛 = 2,3, … için 

𝑃(𝑋𝑛 > 𝑡|𝑋1 = 𝑥1, … , 𝑋𝑛−1 = 𝑥𝑛−1) = 𝑒−𝜆𝑡  

bulunur.  O halde bir 𝜆  oranlı Poisson sürecine göre gerçekleşen olaylar arası geçen zamanlar 

olan  𝑋1, 𝑋2 …  rasgele değişkenleri bağımsız ve aynı 1 𝜆⁄  ortalamalı üstel dağılım sahiptirler. 

Bu durumda 𝑛. olayın gerçekleşme zamanı olan 𝑆𝑛 rasgele değişkeni 𝛼 = 𝑛  𝑣𝑒 𝛽 = 1
𝜆⁄  

parametreli gamma dağılımına sahiptir, yani 

𝑆𝑛~𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝛼 = 𝑛  , 𝛽 = 1
𝜆⁄ ) 

dır. Açıktır ki 𝑛 = 1,2, …  için 

𝐸(𝑆𝑛) =
𝑛

𝜆
  ve 𝑉𝑎𝑟(𝑆𝑛) =

𝑛

𝜆2 

dır. 

NOT: Sürecin bağımsız ve durağan artışlı olması zamanın herhangi bir noktasından itibaren 

sürecin olasılık anlamında yeniden başlaması iddiasına denktir. Yani süreç herhangi bir nokta 

üzerinde önceki bütün gerçeklenişlerden bağımsızdır. Aynı zamanda orijinal süreç ile aynı 

dağılıma sahiptir. Diğer bir deyişle süreç hafızasızlık özelliğine sahiptir ve bu durumda 

olaylar arası geçen zamanların üstel dağılımlı olması zaten beklenir. 

VARIŞ ZAMANLARININ KOŞULLU DAĞILIMI 

𝑡 zamanına kadar bir tane olay gerçekleştiği bilindiğinde bu olayın gerçekleşme zamanının 

koşullu dağılımını bulalım.  

İlk olarak 𝑆1 = 𝑋1~Ü𝑠𝑡𝑒𝑙(𝜆) iken 𝑋1|𝑁(𝑡) = 1~𝑈(0, 𝑡) olduğunu gösterelim. 

𝑃(𝑋1 ≤ 𝑠|𝑁(𝑡) = 1) =
𝑃(𝑋1≤𝑠,𝑁(𝑡)=1)

𝑃(𝑁(𝑡)=1)
  



                           =
𝑃((0,𝑠]𝑎𝑟𝑎𝑙𝚤ğ𝚤𝑛𝑑𝑎 1 𝑜𝑙𝑎𝑦 𝑣𝑒 (𝑠,𝑡]𝑎𝑟𝑎𝑙𝚤ğ𝚤𝑛𝑑𝑎 0 𝑜𝑙𝑎𝑦)

𝑃(𝑁(𝑡)=1)
  

                           =
𝑃(𝑁(𝑠)=1,𝑁(𝑡)−𝑁(𝑠)=0)

𝑃(𝑁(𝑡)=1)
  

                           =
𝑃(𝑁(𝑠)=1)𝑃(𝑁(𝑡−𝑠)=0)

𝑃(𝑁(𝑡)=1)
  

                           =
𝑠

𝑡
, 0 < 𝑠 < 𝑡  

dir. Böylece 𝑋1|𝑁(𝑡) = 1~𝑈(0, 𝑡) olur. Genel halde koşullu dağılım aşağıdaki teoremle ifade 

edilir. 

Teorem: {𝑁(𝑡), 𝑡 ≥ 0}  𝜆  oranlı bir Poisson süreci olsun. 𝑡 zamanına kadar 𝑛 tane olay 

gerçekleştiği bilindiğinde bu olayların gerçekleniş zamanlarının koşullu dağılımı (0, 𝑡) 

aralığındaki düzgün dağılımdan alınmış 𝑛 birimlik örneklemin karşılık gelen sıra 

istatistiklerinin ortak dağılımıdır, yani 

                   𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛|𝑁(𝑡) = 𝑛~(𝑈(1), 𝑈(2), … , 𝑈(𝑛))  

dir. Burada 𝑈1, 𝑈2, … , 𝑈𝑛 ‘ler 𝑈(0, 𝑡) düzgün dağılımdan alınan 𝑛 birimlik bir örneklemdir. 

İspat. 

𝑓𝑈(1),…,𝑈(𝑛)
(𝑢1, … , 𝑢𝑛) = 𝑛! 𝑓𝑈1,𝑈2,…,𝑈𝑛

(𝑢1, … , 𝑢𝑛) = 𝑛! ∏ 𝑓𝑈𝑖

𝑛
𝑖=1 (𝑢𝑖)  

                                    =
𝑛!

𝑡𝑛  ,   0 < 𝑢1 < ⋯ < 𝑢𝑛 < 𝑡  

olduğunu biliyoruz. 

𝑓𝑆1,…,𝑆𝑛   |𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1, … , 𝑠𝑛|𝑛) =
𝑓𝑆1,…,𝑆𝑛,𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1,…𝑠𝑛,𝑛)

𝑃(𝑁(𝑡)=𝑛)
 . 

                                            𝑆1 = 𝑠1, 𝑆2 = 𝑠2, … , 𝑆𝑛 = 𝑠𝑛, 𝑁(𝑡) = 𝑛                                                                                     

                                                                               ⇕ 

                     𝑋1 = 𝑠1, 𝑋2 = 𝑠2 − 𝑠1, … , 𝑋𝑛 = 𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1, 𝑋𝑛+1 > 𝑡 − 𝑠𝑛   

olduğundan  

𝑓𝑆1,…,𝑆𝑛,𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1, … 𝑠𝑛, 𝑛) =  𝑓𝑋1
(𝑠1)𝑓𝑋2

(𝑠2 − 𝑠1) … 𝑓𝑋𝑛
(𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1)𝑃(𝑋𝑛+1 > 𝑡 − 𝑠𝑛)  

                                          = 𝜆𝑒−𝜆(𝑠1)𝜆𝑒−𝜆(𝑠2−𝑠1) … 𝜆𝑒−𝜆(𝑠𝑛−𝑠𝑛−1)(1 − 1 + 𝑒−𝜆(𝑡−𝑠𝑛)) 

                                          = 𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡  

olarak bulunur. Böylece 

𝑓𝑆1,…,𝑆𝑛|𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1, … , 𝑠𝑛|𝑛) =
𝑓𝑆1,…,𝑆𝑛,𝑁(𝑡)=𝑛(𝑠1,…𝑠𝑛,𝑛)

𝑃(𝑁(𝑡)=𝑛)
=

𝜆𝑛𝑒−𝜆𝑡

𝑒−𝜆𝑡(𝜆𝑡)𝑛

𝑛!

=
𝑛!

𝑡𝑛 , 0 < 𝑠1 < ⋯ < 𝑠𝑛 < 𝑡 

ve dolayısıyla ispat tamamlanır.  


