VARISLAR ARASI ZAMAN DAGILIMLARI

{N(t),t =0}bir sayma siireci olsun. Bu siire¢te X; rasgele degiskeni ilk olay
gerceklesinceye kadar gegen zaman olmak tlizere X, rasgele degiskeni (n— 1). olay
gerceklestikten sonra n. olay gerceklesinceye kadar gegen zamani belirtsin. Bu sekilde
olusturulan {X,,n=1,2,...} dizisine {N(t),t > 0} sayma siirecinin variglar arasi gecen
zaman dizisi ad1 verilir.

So=0ve S, =X;+X,+--+X,, n=1,2,... yazalim. Burada S,, sayma siirecinin n.
olayinin varig zamanini gosterir.

Her sabit t >0 i¢in N(t) = maks{n:S,, <t} oldugu agiktir. Ayrica {N(t) = n} olayi
{S,, < t} olayina denk oldugundan P(N(t) = n) = P(S, < t) olacaktir.

Simdi {N(t),t = 0} A oranl1 bir Poisson siireci olsun. Ilk olayin ger¢eklesme zamani olan X;
rasgele degiskeninin olasilik dagilimini bulalim, yani P(X; > t) =?

X, >te N({t)=0
oldugundan

At 0
P(Xy > ) = P(N(t) = 0) = =2 = ¢~
olacag aciktir. Bu durumda

Fx,®O=1—-e* ,t>0

olup X, ~Ustel (9 = %) bulunur. Buradan

1 1
E(X,) = 1’ Var(X,) = 12
dir. Simdi ikinci olayin gerceklesme zamani olan X, rasgele degiskeninin olasilik dagilimini
bulalim. Bunun i¢in ilk olarak asagidaki hatirlatmay1 yapalim.
Hatirlatma

(Q, U, P) bir olasilik uzay1 ve X ile Y bu uzayda tanimli birer rasgele degisken olsun. E(Y) =
E(E(Y|X)) oldugu bilinmektedir.

1, wed
Y =L ={y v ol

alinsin. Bu durumda

EY|X=x)=E([4lX =x) =1P(Iy; =1|X =x) + 0P(I, = 0|X = x) = P(A|X =x)
olur. Boylece E(Y) = E (E (Y|X )) kosullu beklenen deger esitliginden A € U olmak {izere
P(A) = [% P(AIX = x)dFy(x)

Yxep, P(AIX = x)P(X = x) ,X kesikli
- {f_c:op(A|X =x)fx(x)dx , X siirekli



elde edilir. Olasilik teorisinde bu ifade tam olasilik formiilii olarak bilinir.
X, tizerinden kosullandirma ile
P(Xp > ) = [T P(X; > tIX, = 5) fy,()ds
= fOOOP(X2 > t|X; = s) e *ds
dir. Ayrica
P(X, > t|X; = s5) = P((s,s + t] araliginda 0 olay|X; = s)
=P(N(s+t)—N(s) =0)
=P(N(t) =0)=e
olarak elde edilir. Bu durumda X, rasgele degiskeninin dagilimi
P(X, >t|X;=s)=e M
dir. Boylece X,~Ustel G) olacagi acgiktir. Ayrica P(X, >t|X; =s) =P(X, >t)
oldugundan X; ve X, bagimsizdir. Genelde n = 2,3, ... i¢in
P(X,, > t|X; = xq, e, Xpoq = Xp1) = ™2

bulunur. O halde bir A oranli Poisson siirecine gore gergeklesen olaylar arasi gegen zamanlar
olan X;,X, ... rasgele degiskenleri bagimsiz ve ayni 1/ 2 ortalamali iistel dagilim sahiptirler.

Bu durumda n. olayin gergeklesme zamani olan S, rasgele degiskeni @ =n ve f = 1/ 1

parametreli gamma dagilimina sahiptir, yani
Sn~Gamma(a =n,B= 1/1)
dir. Agiktirkin = 1,2, ... igin
E(S,) = % ve Var(S,) = %
dir.

NOT: Siirecin bagimsiz ve duragan artishi olmasi zamanin herhangi bir noktasindan itibaren
stirecin olasilik anlaminda yeniden baglamasi iddiasina denktir. Yani siire¢ herhangi bir nokta
iizerinde Onceki biitiin gergeklenislerden bagimsizdir. Ayni1 zamanda orijinal siire¢ ile ayni
dagilima sahiptir. Diger bir deyisle siire¢ hafizasizlik 6zelligine sahiptir ve bu durumda
olaylar aras1 gegen zamanlarin tistel dagilimli olmasi zaten beklenir.

VARIS ZAMANLARININ KOSULLU DAGILIMI

t zamanina kadar bir tane olay gergeklestigi bilindiginde bu olayin gerceklesme zamaninin
kosullu dagilimini bulalim.

[k olarak S; = X; ~Ustel(4) iken X;|N(t) = 1~U(0,t) oldugunu gosterelim.

P(X1<s,N(t)=1)

P, < sIN() = 1) = ZEEEs



__ P((0,s]araliginda 1 olay ve (s,tlaraliginda 0 olay)
o P(N(D)=1)

P(N(s)=1,N(t)-N(s)=0)
P(N(t)=1)

__ P(N(s)=1)P(N(t—s)=0)
- P(N(H)=1)

N

:Z'0<S<t

dir. Boylece X;[N(t) = 1~U(0, t) olur. Genel halde kosullu dagilim asagidaki teoremle ifade
edilir.

Teorem: {N(t),t = 0} A oranlh bir Poisson siireci olsun.t zamanina kadar n tane olay
gerceklestigi bilindiginde bu olaylarin gerceklenis zamanlarmin kosullu dagilimi (0, t)
araligindaki diizgiin dagilimdan almmis n birimlik 6rneklemin karsilik gelen sira
istatistiklerinin ortak dagilimidir, yani

55,85, ., SyIN(t) = n~(U(1), Uiy s U(n))
dir. Burada Uy, U,, ..., U, ‘ler U(0, t) diizgiin dagilimdan alinan n birimlik bir 6rneklemdir.
1spat.

fu(l),...,u(n) Uy, ..., Up) = n! ful,uz,...,un (U, oy upy) = 0!I, fUi (uy)

n!

=—, 0<yy <<y, <t

tn’
oldugunu biliyoruz.

754, uSuN®=n(51,Sn,1)
P(N(t)=n)

fsl,...,sn |N(t)=n(51' s Spln) =

Sl = 51,52 = SZJ""STL = Sn,N(t) =n
)

Xl - SIJXZ - 52 - Sl' ""XTl == Sn - Sn—1'Xn+1 >t — STL
oldugundan
fsl,...,sn,zv(t)=n(51: S, M) = le (51)fx2 (s2 —s1) -'-an(Sn — Sp—)PXp41 >t —sp)
= le—A61) jp—A(s2—51) ___Ae_l(sn_sn—l)(]_ -1+ e—ﬂ(t—sn))
= Ne—M
olarak bulunur. Boylece

f54,SpN@©)=n(51,--Sn,1) Ane—At n!
fs1,5ulN(©)=n(S1s ooes Sp|M) = TII’(N(t):n) = g — 0 <S1 < <sp <t

n!

ve dolayisiyla ispat tamamlanir.



