POISSON SURECININ PARCALANMASI

A oranli bir {N(t),t = 0} Poisson siirecine gore gergeklesen herbir olayi 1.tip ya da 2.tip olay
olarak siniflandiralim. Bu siirece gore bir olay gerceklestigi zaman bunun 1.tip veya 2.tip olay
olmas1 olayin gerceklesme zamanina bagli olsun. s zamaninda bir olay oldugunda 6nceki
gerceklesenlerden bagimsiz olarak 1.tip olay olmasi olasiligini p(s) ile gosterelim. (Yani p(s)
olasilikla 1.tip ve 1 — p(s) olasilikla 2.tip)

N; (t) ve N,(t) sirastyla t zamanina kadar gergeklesen 1.tip ve 2.tip olaylarin sayisini gostersin.
Bu durumda N(t) = N, (t) + N,(t) olur.

Teorem: Her sabit t > 0 igin N;(t) ve N,(t) rasgele degiskenleri sirasiyla Atp ve At(1 — p)
ortalamali Poisson dagilimidir, burada p = % ) Ot p(s)ds dir.

Ispat. Ortak dagilim bulunarak N;(t) ve N,(t) rasgele degiskenlerinin bagimsiz olup
olmadiklari arastirilir, yani P(N; (t) = n, N,(t) = m) =?

N(t) rasgele degiskeninin dagilimini bildigimizden bu rasgele degisken iizerinden
kosullandirma ile

P(N1(t) = n,Np(t) = m) = XpZo P(N1(¢) = n, N (¢) = m|N(¢) = k)P(N(t) = k)
= P(N,(t) =n,N,(t) =m|N(t) =n+m)P(N(t) =n+m)

dir. t zamanina kadar n +m olay gerceklestigi bilindiginde bu olaylar (0, t) araligindaki
diizglin dagilima gore bagimsiz olarak gergeklesir. (0,t] araliginda gergeklesen herhangi bir
olay1 goz 6niine alalim. Bu olay S zamaninda gergeklesmis ise bu olayin 1.tipten olay olmasi
olasiligt p(s) olacaktir. Bu olay (0,t) araligindaki diizglin dagilima gore bir zamanda
gerceklesecektir. Boylelikle bu olayin 1.tipten olay olmasi olasilig1 diger olaylardan bagimsiz
olarak, U(0, t) diizgiin dagilim1 ile kosullandirma sonucunda

t
1

p= ;fp(s)ds

0

bigiminde bulunur. Béylece P(N;(t) = n, N,(t) = m|N(t) = n + m) kosullu olasilig1 herbir
denemede basar1 olasiligi p olan n + m bagimsiz denemede n tane basar1 ve m tane basarisizlik
elde edilmesi olan binom olasiligina esit olur, yani

P(N.(t) = n, N, (t) = mIN(t) = n+m) = ("}")p"(1 = p)™

dir. O halde
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oldugundan N, (t) ve N,(t) bagimsiz ve sirasiyla Atp ve At(1 — p) ortalamali Poisson
dagilimli rasgele degiskenlerdir.

(0, t] araliginda gerceklesen 1.tip olaylarin otalama sayisi

E(N,() = Atp = Afotp(s)ds
ve 2.tip olaylarin otalama sayisi
E(N,(t) = At(1 —p) = At(1 — %fotp(s)ds = Afot(l —p(s))ds
olur.

NOT:

Eger p(s) s’den bagimsiz ise yani sabit ise {N;(t),t = 0} ve {N,(t),t = 0} bagimsiz iki
Poisson siirecidir ve bu siirecin beklenen degeri E (N1 (t)) = Atp ve E(N,(t)) = At(1 — p)
dir. Burada p(s) = p. Fakat p(s) s’ye bagli ise bu iki siire¢ Poisson siireci olamaz, ¢iinkii
duragan artiglilik 6zelligi bozulur.

Aoranli bir {N(t),t = 0} Poisson siirecine gore gergeklesen olaylar1 k farkli tipe ayiralim. s
zamaninda bir olay gerceklestiginde bu olaym onceki gergeklenislerden bagimsiz olarak
itipten (i = 1,2,3 ..., k) bir olay olmasi olasihigimni p;(s) ile gosterelim. Burada p,(s) + -+ +
p(s) =1.i=123,..,k igin N;(t),(0,t] zaman arahiginda gergeklesen i.tipten olaylarin
say1st olmak tizere {N(t),t = 0} siireci

N(&) = Ny (t) + - + Ny (8)
olacak sekilde parcalansin.
Teorem: i = 1,2, ...,k igin (0, t] araliginda gergeklesen i.tip olaym sayisin1 gdsteren N;(t)
rasgele degiskenleri bagimsizdir ve N;(t)~Poisson(A [ Ot pi(s)ds) dir.
Ispat 6dev olarak birakilmistir.

Ipucu: P(N,(t) = ny, Np(t) = n,, ..., N (t) = ny) = P(N;(t) = ny, Ny(t) = 1y, ..., Nio(t) =

nN@) =n, +ny, + - +1n,) = wpflpgz DRk
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Ornek: Bir sayaca sinyaller dakikada 2 = 3 oranli bir Poisson siirecine varmaktadir. Sayaca
varan her bir sinyal 2 /3 olasilikla kaydedilmaktedir.

a) Ilk t dakikada sayacin en az bir sinyal kaydetmesi olasilig1 nedir?

b) Ik t dakikada sayaca yalnizca 6 sinyal geldigi bilindiginde bunlarin yalnizca 3 tanesinin
sayag tarafindan kaydedilmesi olasilig1 nedir?



N(t): t zamanina kadar sayaca gelen sinyal say1si
N; (t): t zamanina kadar sayaca kaydedilen sinyal sayis1
N, (t): t zamanina kadar sayaca kaydedilmeyen sinyal sayisi

N;(t) ve N,(t) birbirinden bagimsiz ve N,(t)~Poisson(2t), N,(t)~Poisson(t) olup
N(t)~Poisson(3t) olacaktir.
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aAP(N,(t)=>1)=1-PIN;(t) <1 =1-PN,(t) =0)=1— 1—e 2t
b) L.yol:
P(N,(t) = 3,N,(t) = 3|N(t) = 6)
= (DR’
2.yol:

P(N1(t)=3,N(t)=6)
P(N(t)=6)

P(N,(t) = 3IN(t) = 6) =

— P(N4(t)=3,N1(t)+N,(t)=6)
P(N(t)=6)

_ P(N1(©)=3,N,()=3)
P(N(t)=6)

P(N1(£)=3)P(Np(t)=3)
P(N(t)=6)

= (GG’

Ornek: Bir A bélgesine gogler haftalik A = 10 oranli Poisson siirecine gore gerceklesir. Her bir
goemenin Karadeniz bolgesinden olmasi olasiligr 1/16°dir. Subat ayinda A bolgesinden gog
edenlerin hicbirinin Karadeniz bolgesinden olmamasi olasiligi nedir?

N(t): t haftada A bolgesine go¢ edenlerin sayisi
N; (t): t haftada A bolgesine Karadeniz bolgesinden gog edenlerin sayisi

N,(t): t haftada A bolgesine Karadeniz bolgesi disindaki yerlerden go¢ edenlerin sayist

N, (t) ve N,(t) birbirinden bagimsiz ve N;(t)~Poisson (g t),NZ (t)~Poisson (11—560 t) olup
N(t)~Poisson(10t) olacaktir. Istenilen olasilik
P(N,(4) = 0) = e/

olur.



Ornek (M|G|): Bir araba servisine miisteriler A oranli bir {N(t),t > 0} Poisson siirecine
gore gelmektedir. Miisterilerin servise gelmesi ile bekleme olmaksizin servis verilmektdir ve
servis siireleri birbirinden bagimsiz G dagilimi ile ayni dagilimhidir. £ zamanina kadar servisten
ayrilan miisteriyi 1. tip serviste olan miisteriyi 2.tip olarak adlandiralim.

X(t): t zamanina kadar servisten ayrilan miisteri sayisi
Y (t): t zamaninda serviste olan miisteri sayisi

olmak tlizere X(t) ve Y (t)'nin dagilimimni bulunuz.

M: Varislar arasi siirelerin iistel dagilimli olmasi

G: Servis siiresinin dagilimi

oo: Servisteki personel sayisi

N(t) = X(t) + Y(t) olup X(t)~Poisson(A fotp(s)ds) ve Y(t)~Poisson(A fot(l — p(s))ds)
oldugunu biliyoruz. Simdi p(s), yani s zamaninda gelen miisterinin 1.tipten olmasi olasiligini
hesaplayalim. Z servis siiresini gosteren rasgele degisken olmak iizere

p(s)=P(Z<t—s)=G({t—s),t=s

olacaktir. Boylece
1t
p= Zfo G(t —s)ds
_1 ot
ve

1 t
1—p=1—;j G(y)dy
0

= [}(1 - G(y))dy
bulunur. O halde X (t)~Poisson(A [, G(y)dy) ve Y (t)~Poisson(A [, (1 — G (y)dy)) dir.

Simdi G U(0,2) diizgiin dagilimin dagilim fonksiyonu olsun. olsun. Buna gore X (t) ve
Y (t)’nin dagilimi ne olur?

0 ,t <0
G(t)={t/2,0<t<2
1 6 =>2

..t ty t2
0<t<2igin [ G(y)dy=f05dy=z

ve



t = 2igin fot G(y)dy = foz G(y)dy + thG(y)dy = fozgdy + fzt 1dy = t — 1 oldugundan

t2/4 0<t<?2

t
foG(y)dy:{t—1 t>2

bulunur. Buradan
X(t)~Poisson(A fot G(y)dy) ve Y(t)~Poisson(A fot(l — G(y)dy))

dir.

Odev: G, a = 2ve f =1 parametreli gamma dagilimi iken yukaridaki problemi yeniden
¢Ozlniiz.



