Homojen olmayan Poisson siireci

Tamm: {N(t),t = 0} bir sayma siireci olsun. t = 0 i¢in A(t), t’nin bir fonksiyonu olmak

uzere

1. N(0) =0,

2. {N(t),t = 0} bagimsiz artigl,

3. P(N(t+h)—N(t)=1)=A(t)h + o(h),
4. P(N(t+h)—N(t) =2)=o0(h)

ise {N(t),t = 0} sayma siirecine A(t) siddet fonksiyonlu homojen olmayan Poisson siireci

denir.

Homojen olmayan bir Poisson siirecinin siddet fonksiyonu sabit, yani her t = 0 i¢in A(t) = A
ise bu siirece A oranli bir Poisson siireci denir. {N(t),t = 0} A oranli bir Poisson siireci iken
her t > 0 i¢in N(t) At ortalamali Poisson dagilimlidir ve bu siirece gore gergeklesen olaylar
arast gecen zamanlar birbirinden bagimsiz aym1 1/A ortalamali iistel dagilimli rasgele

degiskenlerdir.
Teorem: {N(t),t = 0} A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan Poisson siireci olsun.
M(t) = [ A(s)ds olmak iizere N(t + s) — N(s)~Poisson(M(t + s) — M(s)), yani

e~ M+ =M p(t+5)-M(s)]*
k!

P(N(t+s)—N(s) =k) = Lk =0,1,2,... dir.

Her sabit t > 0 i¢in N(t), M(t) ortalamali Poisson dagilimlidir. Bundan dolay1 M (t) homojen
olmayan bir Poisson siirecinin ortalama deger fonksiyonudur. Bu fonksiyon ayni zamanda

slirecin varyans fonksiyonudur. Ayrica kovaryans fonksiyonunun bagimsiz artiglilik ile
Cov(N(s),N(t)) = M(min(s,t)) s,t =0

oldugu kolaylikla gdsterilebilir. Homojen olmayan Poisson siireci i¢in uygulamalarda en ¢ok
karsilasilan siddet fonksiyonlar1 kuvvet yasasi (power law) ve loglineer yapilaridir. {lgili siddet

fonksiyonu yapilari sirasiyla
At) = aftP~1, a0, >0,t >0

ve



At) = e**Pt  —0 <, f <00, t =0
bigimindedir.

Homojen olmayan bir Poisson siirecinde olaylar arasi gecen zamanlarin bagimsiz ve aym
dagilimh olup olmadiginin incelenmesi

{N(t),t = 0},A(t) siddet fonksiyonu ile homojen olmayan bir Poisson siireci olsun.
X1, X5, ..., X, rasgele degiskenleri bu siirece gore gerceklesen ardisik olaylar arasi gecen
zamanlar1 gostermek iizere S,,, n.olayin gerceklesme zamanini gostersin. n = 1,2, ...i¢in S, =

X + X, + -+ + X, oldugu aciktir. Burada Sy = 0 alinir.

P(X;>t) = P((O, t]araliginda sifir olay olma51) =P(N({t) =0)=e MDD ¢t>0
oldugundan

Fx,®)=1-e™MO t>0

ve

fx, () = A(e™® £ > 0

olur.

X, rasgele degiskeninin dagilimin1 bulmak i¢in X; rasgele degiskeni lizerinden kosullandirma

ile

P(X, >t) = [ P(X, > t| X; = s)A(s)e™MOds

yazilabilir.

P(X, > t|X; =s) =P(N(t+s)—N(s) =0|X; =5)

= P(N(t +5s) — N(s) = 0) bagimsiz artighlik ile,

= o~ (M(t+s)-M(s)) (1)
Boylece

P(X, > 1) = [ A(s)e™E*)ds ,t =0

oldugundan



Fy,(t) =1 — ["A(s)e ™M+9)ds ,t > 0
ve
fx,(®) = A(t + $)A(s)e ™M+ [t >0

bulunur. A(t) sabit olmadik¢a (1) ifadesinden X; ve X, rasgele degiskenlerinin bagimsiz
olmayacagi agiktir. Ayrica X; ve X, nin dagilim fonksiyonlarinin ifadelerinden yine A(t) sabit

olmadik¢a ayni1 dagilima sahip olmayacaklardir. Genelde
n =12, ..i¢in

Iy AC b +5)d
P(X‘I'H-l > thl = xl,Xz = X2, ...,Xn = Xn) =e Jo X1txztotxnts)ds

X1+X++xXn+t

— e_ X1+Xp++Xn A(u)du

= e M1 +x2++xp+)-M(x1+2x2++x0)] + >

oldugundan A(t) sabit olmadikca X;, X5, ... rasgele degiskenleri bagimsiz olmayacaktir.
Simdi herhangi bir n € {1,2, ...} i¢in genel halde X, rasgele degiskeninin dagilimini bulalim.
P(X, >t|X; =x1, X2 = X3, e, X1 = Xp—1)
— e—[M(x1+x2+---+xn_1+t)—M(x1+x2+---+xn_1)]
oldugundan
P(X, > t|S; = 51,5, = Sy, e, Spq = Sp_q) = e~ [MEn1+)=M(sp_)]
olur. Boylece
P(Xy > tlS; = 51,8 = 52,0, Sp1 = Sp-1) = P(Xy > t1Sp1 = Sp-1)
= e [M(sp_1+t)—=M(sp—1)] (2)

olacaktir. n = 2,3, ... i¢in

P(X, > t) = [ P(Xy > t|Sp_y = 5)fs,_, (s)ds (3)



yazilabilir. (2) ifadesinden P(X,, > t|S,,_; =s) kosullu dagiliminin analitik ifadesini
biliyoruz. Simdi S,,_; rasgele degiskeninin olasilik dagilimini bulalim. h > 0 bir sabit olmak

uzere
N(t) =n— 1ve (t,t + h]araliginda bir olay olmas1 = t < S,, <t+h
olacagindan
P(t<S,<t+h)=P(N(t)=n—1ve (tt+ h]araliginda bir olay olmasi)’dir.
Ayrica h ¢ok kiiciik iken
t<S,<t+h= N(t) =n—1ve(tt+ hlaraliginda bir olay olmasi
oldugundan
P(t<S,<t+h)=P(N(t)=n—1ve(tt+ hlaraliginda bir olay olmas1) + o(h)
olur. Bu durumda
P(t<S,<t+h)=P(N(t) =n-—1)P((t,t+ h]araliginda bir olay olmas1) + o(h)

_ e MOm@e)nt (A®)h + o(h)) + o(h)

(n-1)!

-M(t) (M(t))n_l

= A(t)2 o hto®

oldugundan S,,’nin olasilik yogunluk fonksiyonu

—-M(t) (M(t))n_1

fs, () = MO — =5t >0

olacaktir. Bu ifadenin (3) ifadesinde goz oniine alinmasiyla

—M(s)(M(S))n_z e—M(t+s)(M(S))n_2

«© — e o0
P(Xn > 1) = [ e MU MO () — =22 —ds,t 2 0= [ A(s) —— = ——ds
bulunur. Buradan
_ o e_M(HS)(M(S))n_Z
Fy, () = 1= [ A(s) = ds,t>0

ve



—M(t+s) (M(s))n_Z
(n-2)!

i, = [ASA +5) =

ds,t>0

olur.

X,,’nin olasilik yogunluk fonksiyonu incelendiginde A(t) sabit olmadik¢a X;,X,, ... rasgele
degiskenlerinin ayni dagilimli olamayacag1 goriiliir. Boylece homojen olmayan bir Poisson
stirecinin ardigik olaylar arasi gegen zamanlar1 siddet fonksiyonu sabit olmadikca ne bagimsiz

ne de ayn1 dagilimlidir.
S1, S5, ..., S, varig zamanlari verildiginde S,,,; varig zamaninin kosullu dagilimini bulalim.
P(Spi1>t1S;=51,.,8,=5,) =P(Spp1 — Sy >t — 5,15 =54, ...,5, = 5,)

=P(Xppq1 >t — 5,181 =51, 0,8, = Sp)
= P(Xn+1 >t = $plSp = sp)
= e MO-MG)] ¢ > g

ve dolayisiyla

fsnir 151, ey 50) = fs,,, (Elsy) = A(R)e MO-MED] ¢ > 5

Negatif degerler almayan bir X rasgele degiskeninin dagilim fonksiyonunu F ve bozulma oran

fonksiyonunu h ile gosterelim. Bu durumda
F(t)=1—e hm®ds | ¢>0
oldugunu biliyoruz.

Homojen olmayan bir Poisson siirecinin ilk olaymin ger¢eklesme zamani olan X; rasgele

degiskeninin dagilim fonksiyonu
Fx,®) =1—e™O [t >0

oldugundan h(t) = A(t) elde edilir. Boylelikle ilk olayin gergeklesme zamani olan rasgele
degiskenin bozulma oran fonksiyonu homojen olmayan bir Poisson siirecinin siddet

fonksiyonudur.



N(t) verildiginde Sy, S, ..., Sy(¢) rasgele degiskenlerinin kosullu dagilimi

N(t) = n verildiginde S;,S,, ..., S, varts zamanlarimin kosullu dagilimi asagidaki sekilde

verilir.

{N(t),t = 0} siirekli ortalama deger fonksiyonu M (t) ile homojen olmayan bir Poisson siireci
olsun. Bu durumda N(t) = n verildiginde S;,S,, ..., S, varis zamanlarinin kosullu dagilimi
asagidaki dagilimdan alinmis n-birimlik 6rneklemin sira istatistiklerinin ortak dagilimi ile
aynidir.
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