BILESIK POISSON SURECI

Tanim: {N(t),t = 0} A oranli bir Poisson siireci olsun. Y;,Y, ...'ler birbirinden bagimsiz ve
ayn1 dagilimli rasgele degiskenler olmak tizere {N(t),t = 0} siirecinden bagimsiz olsun. Bu

durumda

N(t)
X(t) = Z Y, t=0
i=1

ile tanimlanan {X(t), t = 0} siirecine bilesik Poisson siireci denir.

Not 1: X(t) nin alacag1 degerler Y; rasgele degiskenlerinin kesikli veya siirekli olmasina gore
degisir. X (t) bir sayma siireci olmak zorunda degildir. Ciinkii Y;’lerin aldig1 degerlerin kiimesi
R veya Z olabilir.

Not2:i =1,2,...i¢cin Y; = 1 ise {X(t),t = 0} siireci A oranl1 bir Poisson siirecidir.

Ormek: {X(t),t = 0} bilesik Poisson siireci olsun. Bu siirecin bagimsiz ve duragan artigh
oldugunu gosteriniz.

Bagimsiz artiglilik:

t, <t, <--<t, €T olmak lizere
N N
X(t) = X(t) = Iy, — SNy = Yy + Yy o Yy,

N(t N(t
X(t3) —X(t) = 2= (3)Y e (Z)Y Yneey+r + Y2+ + Yy,

X(ty) = X(tn_1) = X0y, = SNy = vy o+ Y+ o+ Yy

olup Y;’ler bagimsiz oldugundan dolay artig rasgele degiskenleri de bagimsizdir. Bu durumda
{X(t),t = 0} biesik poisson siireci bagimsiz artiglidir.

0<s<tigin X(t) —X(s)’nin dagilimi yalmizca t — s’ye bagh ise {X(t),t = 0} siireci
duragan artishdir. Bu durumda {X(t),t = 0} siirecinin duragan artisli olup olmadigini
bulabilmek i¢in X(t) — X(s)’ nin dagilimi bulunmalidir. Ancak bunun dagilimini bulmak zor
oldugundan karakteristik fonksiyonunu bulacagiz.

Bir X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonunun ¢, (u) = E(e™X)
Burada i2 = —1 dir. Simdi X (t) — X(s) nin karakteristik fonksiyonu

oldugunu biliyoruz.

Pxo-xsy W) = E(eMXOXO)) = (E (eiu(X(t)—X(s))lN(t) _ N(s)))

dir. Buradan
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Y;,j = 1,2, ... rasgele degiskenleri N(t) — N(s)’den bagimsiz olduklari i¢in kosul diisecektir.
Y;’lerin herhangi k tanesinin toplamu ile diger herhangi k tanesinin toplami ayni dagiliml

olacagindan

[ee)

. e—ﬂ.(t—s) /1(t _ S) k
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yazilabilir. Y,j =12, ... ler aym1 dagiliml1 olduklarindan

At=9) (A(t—s))"

bxo-xs) (W = Li=o(@y, @) = k!
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bulunur. Boylece X(t) — X(s)’nin dagilimi yalnizca t — s nin bir ifadesine bagli olacagindan
bilesik Poisson siireci duragan artislidir.

Ornek: {X(t),t = 0} bilesik Poisson siireci olsun. Bu siirecin ortalama deger, varyans ve
kovaryans fonksiyonlarin1 bulunuz.

E(X(D)=E (E(X(t)IN(t)))ve Var(X(D) = Var (E(X(t)IN(t))) +E (Var(X(t)IN(t)))

oldugunu biliyoruz.
E(X®) = B(219%) = £ (B(SXPr v )
dir. Burada i¢ kistmdaki beklenen deger
E(ZXPYIN(E) =n) = E(ELYIN(E) = 1)
olup N(t) toplamdan bagimsiz oldugundan kosul diiser, yani
E(ZEPYIN() =n) = B, Yi) = nE(Y)
olur. Boylece E (X GBI (t)) = N(t)E(Y;) olacagindan
E(X(®©) = E(N®EM)) = EME(N()) = AtE(Y,)

dir. Benzer olarak



Var(X(t)) = Var(E(X(t)IN(t))) + E(Var(X(t)|N(t))

oldugunun goz 6niine alinmasiyla

Var(X(©)IN(E) = n) = Var(ZEPYIN(E) = n) = Var(TL, Y N(©) = n) = Var(ZL, 1)

=Var(Y; +--+Y,)
= nVar(Y;)
ve boylece
Var(X(t)) = Var(N(®EY)) + E(N(t)Var(Y;))
= E(Y;)?At + Var(Y)At
= 2(E(Y)? + Var ()
= AtE(Y;")
dr,

Odev. Bagimsiz ve duragan artislilik 6zelligini kullanarak bilesik Poisson siirecinin kovaryans
fonksiyonunu bulunuz, yani s < t olmak iizere K (s, t) = Cov(X(s), X(£)) =?

Ornek: Belli bir bdlgeye ailelerin hafta basma A = 2 oranli bir Poisson siirecine gore gog
ettiklerini kabul edelim. Her bir ailedeki kisi sayis1 bagimsiz ve asagidaki olasilik fonksiyonu
ile ayn1 dagilimlidir.

1

P(Y= 1) =g
P(Y = 2) =§
1
P(Y: 3) :E
1
P(Y =4) =z
Buna gore:

a) 11k 5 haftada bolgeye go¢ eden ortalama kisi sayis1 nedir?
b) ilk 5 haftada bdlgeye hi¢ gé¢ olmamasi olasilig1 nedir?
¢) ik 5 haftada bolgeye 2 kisinin gd¢ etmesi olasilig1 nedir?
Cozum. N(t): t haftada bolgeye go¢ eden aile sayisi

X(t): t haftada bolgeye go¢ eden kisi sayisi



olsun. N(t)~Poisson(2t) oldugu verilmektedir.

a) E(X(5)) =?

E(X(5)) = 10E(Y)

E(Y;) degerini bulalim,

00 =1(2)+2(2)+3(2)+4() -

oldugundan

E(X(5)) = 25

bulunur.

b) P(X(5) = 0) = P(N(5) = 0) = e~1°

olur.

C)P(X(5) =2) = P(X(5) = 2,N(5) = 1) + P(X(5) = 2,N(5) = 2)
=P(N(5) = 1,Y; =2) + P(N(5) = 2,Y; + ¥, = 2)

= P(N(5) = 1)P(Y, = 2) + P(N(5) = 2)P(Y, + ¥, = 2)

= () @)+ (=0

dir.
Teorem: {X(t),t = 0} bir bilesik Poisson siireci olsun. Bu durumda t — oo iken

X(t)—-EX(1)) dagilimda
Var(X(t))

Z~N(0,1)

dir, yani X(t) biiyiik t ‘ler i¢in AtE(Y;) ortalama ve AtE(Y;*) varyans ile yaklasik olarak
normal dagilimlidir ( X (¢)~AN(AtE(Y;), AtE(Y;%))).

Ornek. Yukaridaki problem i¢in herhangi 50 haftalik siirede bdlgeye go¢ eden kisi sayisinin en
az 240 olmasi olasilig1 nedir?

X(50)—E(X(50)) > 240—-E(X(50))
\/Var(X(SO)) B \/Var(X(SO))

P(X(50) > 240) = P ~ P(Z = —0.3735) = 0.65.



