2.2. DALGA ALANININ SONLU FARKLARLA IFADESI)

Iki boyutlu heterojen bir ortamda X ve z yatay ve diisey eksenler ve z ekseni asagiya
dogru pozitif olsun. Bu sartlardaki bir basing dalgas: ( P dalgasi ) hareketi
o’u o’u 1 ou
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oXx~ o0z v- ot

(2.12)

diferansiyel denklemi ile verilmektedir. Burada v = v(x,z) dalganin yayilma hizi, u = u (x,z,t)
dalganin yerdegistirme vektorii, = f(t) kaynak fonksiyonudur. Zaman — uzay gridleri de su
sekilde tansimlanmaktadir.

X, = MAX 101 Tl [ —— M
Z, =NAz n=1---om- N
t, = kAt [l (R — K

AX, Az uzay ornekleme araliklari , At zaman 6rnekleme araligidir.Yine
Vinn = V(X Z)
Unnk = UK, 24,8
seklinde gosterilmektedirler.Ayrica
Inn = (Va)®

dir.Buna gore dalga denklemi su sekilde yeniden ifade edilebilir.

}:%+g(x,z)f(t)&(x—xs)é(Z—Zs) (2.13)
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Burada 6 birim impuls fonksiyonudur. Dalga denkleminde kullanilan ikinci dereceden
tiirevler, ikinci merkezcil fark operatorii kullanilarak elde edilmektedir. ( m,n ) noktala-
rindaki birinci tiirev degerleri AX = Az olarak alindiginda ( Sekil 2.1-a ) su sekilde
verirler.
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Sekil 2.1 a- Ax = Az olmasi durumu.



b- AX # Az, AX ve Az sirastyla X ve z yonlerinde degisken olmasi durumu

Bu ifadelere gore;

0
(g _uj — M(Um%n,k - um,n,k )
m+1/2,n,k

OX 2AX
(2.18)
au R RS P
(g &jm_l/z’n’k - T(um,n,k um—l,n,k )
ou _ (g m,n + gm,n+1) _
(g Ejm,nﬂ/z,k - T(um’nﬂ,k um,n,k )
(2.19)

ou _ (gm,n + gm,n—l) _
(g Ejm,nl/z,k - T(um’njk -t )

olur. Birinci tiirevler bulunduguna gore , ikinci tiirevler de bunlardan yararlanarak su sekilde
bulunurlar.
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Sag taraftaki birinci tiirevler yerlerine konulduklarinda x’e gore ikinci tiirev

0 ( au ﬂ
~ g ~ = a'm,nuerl,n,k - (am,n + bm,n m,n,k + bm,num—l,n,k ( 2.22 )
{ax OX ik

olur.buradaki katsayilar
— gm,n + gm+1,n

: 2(ax)

m,n

(2.23)



_ gm,n + gm—l,n

° 2(Ax)’

m,n

dir.Benzer sekilde z’ye gore ikinci tiirev ;

o ( _ou
|:5(g Ej:|m’n,k = Cm,num,n-f-l,k - (dm,n + Cm,n )‘Jm,n,k + dm,num,n—l,k ( 2.24 )

dir.Buradaki katsayilar da ;

_ gm,n + gm,n+1

- 2(ax)

m,n

(2.25)
— gm,n + gm,n—l

Bnn = )

m,n

dir.Yine t’ye gore ikinci tiirev ikinci merkezcil fark operatorii kullanilarak;

o%u ,
F = (um,n,k+1 - 2um,n,k t Uk )/(At) ( 2.26 )
m,n,k

bulunur.Buradaki (At )2 carpani uzay degiskenlerine gore ikinci tiirevlere ¢arpan olarak
gecirilebilir.Ayrica burada Ax = Az oldugu i¢in ve AX, ‘X’ yoniinde degismedigi i¢in

am—l n— bm,n
(2.27)
Cm,n—l = dm,n
Ve
(Gmn + Do) 12
a. = : (At
m,n 2(AX)2 ( )
(2.28)
o :M(At)z

2(Ax)?

dir.Bu durumda sekil 2.1a- da goriildiigii gibi herhangi bir p noktasindaki dalga alani
( 2. 13) denklemine gore su sekilde ifade edilir.



= am,num+1,n,k + am—l,num—l,n,k + Cm,num,n+1,k + Cm,n—lum,n—l,k (2 29 )

- (am,n + a‘m—l,n + Cm,n + Cm,n—l - 2)J m,nk um,n,k—l + gm,n f (k + 1)5(m - ms )5(n - ns)

Buna gore k ve k-1 zamanlarindaki dort komsu noktadaki alan degerleri kullanilarak
K+1 zamanindaki herhangi bir (m,n) noktasindaki dalga alani hesaplanabilir.Ayrica bu

ifadedeki (m,n,) kaynak noktasidir.
AX # Az, AXve Az sirastyla X ve z yonlerinde degistigi durumlarda ise Sekil 2.1b’
ye gore , birinci ve ikinci tiirevler yeniden su sekilde tanimlanirlar.

( 6Uj _ (gm,n + gm+1,n)
m+1/2,n,k

9 & 2hc (U m+lnk um,n,k )
( ) (2.30)
6U _ gm,n + gm—l,n,k _
(g &jm—l/z,n,k - 2hD (um’”sk Un_ink )
) OO,
(g 2 jm,n+1/2,|< - 2hB (um’”“’k um,n,k)
(2.31)
o) Gt Onn),
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0 (g0u)] 2 ou au
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dir.Buna gore yeni katsayilar ;

(gmn+gm+ln) 2
a,, =0 = (At) (2.34.2)
’ hC(hD+hC)

(gmn+gm—1n) 2
b, , =~ =ML (AL) (2.34.b)
’ hD(hD+hC)



Cmn _ (gm,n + gm,n+1)(At)2
’ hB(hB +hA)
(2.35)

(gmn +gmn—1) 2
dmn :;(At)
’ I’]A(hB +hA)

olmaktadir.Bu durumda sekil 2.1b “ de goriildiigii gibi herhangi bir p noktasindaki
dalga alan1 (2. 13) denklemine gore ;

u = am,num+l,n,k + bm,num—l,n,k + Cm,num,n+l,k + dm,num,n—l,k

- (am,n + bm—l,n + Cm,n + dm,n - 2)"m,n,k - um,n,k—l
+ G F(k+1)5(m=m,)s(n - n,)
seklinde ifade edilir. ( Mufti 1985)

m,n,k+1

2. 3. KARARLILIK ( STABILITY ) SARTI, GRID DISPERSIYONU ve
BUNLARA GORE ZAMAN ve UZAY ORNEKLEME ARALIKLARININ
BELIRLENMESI

Fiziksel anlamda sayisal hesaplama, sonlu farklar algoritmasinin sabit olmasini
gerektirmektedir.Yani zaman indisi k , At zaman artimina bagli olarak biitiin m, n’ ler
icin arttigindan dolay1 sinirl olmalidir. Kararlilik kosulu i¢in farkli yaklasimlar yapilmistir.
AX = Az olmasi durumunda ; Alterman and Rotenberg ( 1969 ), Ottaviani ( 1971 )’e gore;

V. At/Ax(0.86 (2.37)

sart1 saglanmali , Alford et al ( 1974 )’e gore ise
vV, At/AX<1/42 (2.38)

olmas1 gerekmektedir.Genelde Alford et al ( 1974 ) kararlilik sart1 kullanilmaktadir.
AX # Az olmasi durumunda ise Virieux ( 1985 )’e gore ;

vmaxAt\/(@ + @J(l (2.39)

sart1 saglanmalidir.Bu ifadeler At’ nin keyfi olarak secilemeyecegini gostermektedir. At
secimi ortamdaki maksimum hiz, Az ve AX grid araliklan ile kontrol edilmelidir.
Ayrik gridler iizerinde yayinan dalgalar , artan ilerleme zamanlariyla degisime
ugramaktadirlar.Bu olay ‘grid dipersiyonu ¢ olarak adlandirilir. Grid dispersiyonu
frekansla normal hiz degisimini ortaya ¢ikarmaktadir.Dagilma yiiksek frekanslarda ve




uzun dalga boylarinda artmaktadir. Dispersiyon grid araliklarinin biiyiik oldugu durumlarda
daha da etkilidir.Yine dagilma 6zellikle yiiksek frekanslarda yonbagimlidir.( Anisotropic )

( Alford et al 1974 , Kosloff and Baysal 1982 ). Yeterli duyarlilikta modellenebilecek en kisa
dalga boyu olarak on grid noktast uzunlugu alinmasi gerektigi Alford et al (1974) ve Kosloff
And Baysal (1982) tarafindan belirtimistir.

Modellemede kullanilan en kisa dalga boyu , yer kesitindeki en diisiik hizin en
yiiksek frekansa boliinmesiyle belirlenir. Ornekleme teorisine gore segilen en biiyiik grid
aralig1 en kisa dalga boyunun yarisidir.Maksimum frekans ise kaynak dalgaciginin belirgin
olan en yiiksek frekansi olarak tanimlanabilir. Kaynagin en yiiksek frekansi sonugta
ayrimlilig1 belirleyecegi icin yer kesitine uygun bir frekans bandi se¢ilmelidir ( Kosloff and
Baysal 1982 ,Baysal 1992)

2.4.ILK DEGERLER ve SINIR SARTLARI

(2.29) veya (2.36) ifadelerinden goriildiigii gibi hesaplamaya baslamak i¢in
t=0 ve t=-At zamanlarindaki degerlerin tanimlanmasi gerekmektedir. t = —At ‘ de
dalga alaninin sifir oldugu bilinmektedir.Buna gore sadece t =0 ¢ daki dalga alaninin

tanimlanmas1 gerekmektedir. Yani biitlin m , n noktalar1 i¢in U, ,, degerlerinin verilmesi

yeterlidir. Biitiin m, n noktalarinda tanimlanan kaynak alaninin ilk degeri u degerlerine

m,n,1

atanarak biitliin m , n noktalar i¢in ilk deger verilmis olunur. Bu matematiksel olarak ;

THEETION k=1 (2.40)

seklinde ifade edilir. Burada u © kaynak alan fonksiyonudur.Bunun nasil hesaplanacag:
daha ileride anlatilacaktir.

Yine dalga alan1 hesabinda yer modellerinin 6lgiileri yatay ve diisey olarak
sinirlandirilmak zorundadir. Bu nedenle uygulamaya baslamak i¢in sinir sartlarinin
belirlenmesi gerekmektedir.Sinirlarda genellikle ‘“‘Neumann kati yiizey sinir sarti >’ veya

““Dirichlet serbest yiizey simir sart1 >’ kullanilmaktadir.Bunlar ;

ul,n,k =0 um,l,k = 0\
. ( Dirichlet Sinir Sart1) (2.41)

uM,n,k =0 um,N,k :OJ
aul,n,k — 0 aum,lk — (;
OX oz
( Neumann Sinir Sart1 ) (2 .42)
auM,n,k — 0 al’Im,N,k —
OX oz

ile ifade edilir.Bu sartlara gore sinirlarda yansima
katsayisi |R| =1 olmaktadir.Bu da sinira

gelen dalga ile sinirdan yansiyan dalganin genliginin ayni1 olmasi demektir.Bu durum ise
istenmeyen kenar yansimalara sebep olmakta ve bu nedenle hesaplanan dalga alanini1 olumsuz



olarak etkilemektedir.Bu sinir sartlar1 kullanildiginda model boyutlar1 yeteri kadar biiyiik
verilirse hesaplama zamani i¢inde bu sinirlardan yansima elde edilmeden model i¢in dalga
alani hesaplanabilir veya sinir yansimalarin goriildiigii boliimler atilarak dogru dalga alani

elde edilebilir.Siirlarda yansimalarin olmamasi i¢in ise |R| =0 olmas1 gerekmektedir.Bu

yaklasim Reynolds (1978) tarafindan uygulanmis ve buna ‘“Transparent simir sart1 >’adini
vermistir.Bu sarta gore ;

(18 aj(pa aj

——+— || ——+—1Uu=0

vot oOx )\ vot ox (2.43)
Xx=M,1<z<N,KKK

(lﬁ_ij(ﬂé_iju _0

vot ox )\ vat ox (2.44)
Xx=11<z<N,){(t<K

(lg_'_gj(ﬂg +£ju — 0

vot oz)\vot oz (2.45)

Z=N,1<x<M,0(t(K

Uu=0,z=L1<x<M,0t(K (2.46)
At . ; e
olmalidir.Burada p = VA_ dir.Buna gore siirlarda sonlu farklar yaklagimi ile ¢6ztim ;
X

Upnket = Uik TUs e —Up i T Py (uz,n,k — U nk _(u3,n,k—l — Uy h ke ))

(2.47)
2<n<N-12<k<K-1

uM,n,k+1 = uM,n,k + uM—l,n,k - uM—l,n,k—l - pM,n (UM,n,k _UM—I,n,k _(UM—I,n,k—l _UM—Z,n,k—l )) (2 48)
2<n<N-12<k<K-1

um,N,k+l = um,N,k +um,N—1,k _um,N—l,k—l - pm,N (Um,N,k _um,N—l,k _(um,N—l,k—l _um,N—Z,k—l ))

2<m<M-12<k<K-1 (2.49)
Un ke = 0 (2.50)
2<m<M-12<k<K-1 '

U = U t pl,l(uz,z,k _ul,l,kj (2.51)

Upika =Umax t pM,l[uM—l,Z,k _uM,l,kj

(2.52)



Upnket =Uink T Pin (UZ,N—I,k + ul,N,k) (2.53)

Uy nkia =Uunk T Pun (qul,N—l,k _UM,N,k) (2.54)

ifadeleri verilmektedir (Reynolds 1978 ). Burada p,, , =V, , At < L sartin1 saglamalidir.

AX 2

AX # Az oldugu durumda ,ilgili m,n noktalarindaki grid araliklar1 dikkate alinmalidir.

2.5. KAYNAK ve KAYNAK ALAN

Burada t =0 zamaninda dalga cephesi arayiizey ile eslesen, diisey yayilan bir diizlem dalga
kullanilmaktadir.Buna gére FDM ile hesaplamaya baslamak i¢in gerekli olan kaynak alan;

ul®  =Rg(t-t,) (2.55)
seklinde tammlanir.Burada ¢ kaynak fonksiyonu , t, , kaynak dalgacigimnin , verildigi noktadan

kaynak alanin hesaplanacagi noktaya varis zamanidir.Bu zaman uygun 151n yolu boyunca
hesaplanabilmektedir. R ise yansima katsayisidir.Kaynak olarak RICKER dalgacig1 kullanilmistir.

#(t) = e cos(2ft) (2.56)
ile tanimlanmaktadir.Burada « sabit bir sayidir. f ise kaynagin orta frekansidir.Kaynagin en yiiksek

frekansi sonugta ayrimlilig1 belirleyecegi i¢in yer kesitine uygun bir frekans bandi segilmesi gerektigi
daha dnceden belirtilmisti.



