Sonlu Elemanlar Yontemi

Sonlu elemanlar yontemi (SEY); kismi diferansiyel denklem veya eneriji teoremiyle tanimlanan
fiziksel bir problemi ¢ézmek icin kullanilan sayisal bir ydontemdir ve ilk olarak Zienkiewich ve

Cheung (1965) tarafindan kullaniimistir.
SEY agagida siralanan alti agamada uygulanir.

1. Verilen diferansiyel denklem, integral denklemine donusturalir. Burada integral denklemi
tanimlanan alan igin yazilir. integral denklemine déniistiirme islemi, agirlikl rezidiiel yontem

veya varyasyonel yontem kullanilarak yapilir.

2. Verilen ¢6zUm bdlgesi sonlu sayida kiiglik elemana bélindr. Burada alan, dogrusal lGiggen
elemanlara bolunmustur. Bu elemanlar birbirlerine digum noktalarindan (node) baglidir.
Daha sonra sonlu elemanlar agindaki elemanlar ve diugim noktalari ayri ayri

numaralandirilir.

3. Bilinmeyen ¢ (gerilim) degerleri, her eleman iginde polinom denklemi ile tanimlanir. Burada
dogrusal polinom yaklasimi kullaniimistir. Tanimlanan polinom denklemi kullanilarak

elemanin digum noktalarindaki gerilim(¢,4;,4,), degerleri tanimlanir. Daha sonra

elemanin ¢ degeri digum noktalarinda tanimlanan ¢ ,¢., @, degerleri cinsinden yazilr.

4. Uglincli adimda, digim noktalarindaki gerilim degerleri cinsinden yazilan elemanlarin
gerilim degerleri, birinci adimda elde edilen integral denklemine yerlestirilerek her eleman
icin dogrusal denklem takimlari gelistirilir. Gelistirilen bu dogrusal denklem takimlari

birlestirilerek, her elemana ait dizey denklemleri olusturulur.

5. Dérdincu adimda olusturulan eleman dizey denklemleri birlestirilerek sonlu elemanlar agi
icin genel dizey denklemi (global matrix equation) elde edilir. Genel dizey denklemini
olustururken Neumann ve Dirichlet sinir kosullari uygulanir.

6. Genel dizey denklemi ¢ozulerek digim noktalarinda tanimlanan gerilimler hesaplanir.

2.4.1. integral Denkleminin Elde Edilmesi



Akimin sureklilik denklemi (Denklem (2.2.6)) ve elektrik alanin konservatif olmasi (Denklem
(2.10)) ozellikleri kullanilarak yazilan (2.2.14) denklemi, (X,,0,0) noktasindaki nokta akim
kaynagi icin asagidaki gibi yazilabilir.

V-[o (x,2)Vd (X,y,2)]= 18 (x — x,)8 ()8 (2) (2.4.1)

Bu denklemde | ; x,y ve z nin fonksiyonudur. Hesaplama kolayhdi acisinda, y=0 etrafindaki

simetriden dolayi Fourier cosinls déntisumi ((2.15) denklemi ile) uygulanirsa,

V-[o (. 2)V (x.k,.2)|- K2 5 (x,2) § (x.K,,2) = =15 (X — X.)5 (2) (2.4.2)

elde edilir. Burada, k, ; donusim katsayisini ve ¢ ise (x,k,,z) uzayindaki elektrik gerilimi

y!

ifade eder. Denklem (2.4.2) acgik bicimde asagidaki gibi yazilabilir (Rijo 1977).
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-k o (x,2) 0 (x,k,,2) =—18 (x —x,)3 (2) (2.4.3)
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Denklem (2.4.3) kullanilarak (x,k,,z) uzayinda farkh ky degerleri icin yalnizca x ve z

y?

degigkenlerine bagli olan 5(x,ky,z) hesaplanabilir. Elde edilen 5(x,k z) degerleri

yl
kullanilarak (2.2.16) denklemi ile 3-B ¢(x,y,z) uzayina doénulir. Denklem (2.4.3) de
.~

ky# (X,K

y»2) terimi ile 2-B modele y- yonlndeki katki da eklenmistir. Buna gore bu bagintiyla

yapilan modellemeye 2.5-B modelleme denilebilir.

SEY de diferansiyel denklemin integral denklemine doénistirilmesi islemi, varyasyonel
yontemler (variational methods) veya agirlikli rezidiel (method of weighted residual)
yontemlerden birisi kullanilarak yapilir. Laplacian operatért eliptik , self-adjoint ve pozitif
tanimli oldugundan, her iki yontemde ayni sonlu elemanlar algoritmasini olusturur (Pelton, Rijo

and Swift, 1978). Burada varyasyonel yéntem kullanilacaktir.

Varyasyonel yontemde diferansiyel denklemin integral denklemine donustirilmesinde
"fonksiyonel" kavrami kullanilir. Fonksiyonel su sekilde tanimlanabilir; eger y degigkeni x in

fonksiyonu ise (y= f(x)), x in tanimlandigi bir bolgede, x in butliin degerleri icin y hesaplanabilir.



z degiskeni ise y' ye bagh (z=y(f(x))) elde ediliyorsa, z ye y nin fonksiyoneli denir. Fonksiyonel,
bir degiskenin ayrik degerlerine kargl elde edilen fonksiyona baglhdir. Bir fonksiyon gibi

fonksiyonel de, surekli ve dogrusal olarak elde edilebilir (Zhdanov ve Keller, 1995).

Varyasyonel yontem, fonksiyonelin tanimlanan alan i¢inde en klglklenmesi esasina dayanir.
DAO yénteminde alan enerjisi bir integral denklemi ile tanimlanir ve bu en kigiklenmeye

calisihr. Denklem (2.4.3) kullanilarak asagidaki esitlik yazilabilir.

K, oo (x,k,,
F(¢):a—i{c(x,z)—¢();xy )}+%{c(x,z)—¢();zy )}

—kj o (x,2) 9 (x,k,,z)+ 18 (x—x,)3(z) =0 (2.4.4)

Burada F(¢) bilinmeyen ¢(x z) bagli fonksiyondur.

H y’
Denklem (2.4.4) de, akim yogunlugunun normal bilesenin bitlin eleman sinir ylzeylerinde
surekli olmasi (Dey ve Morrison, 1979) sinir kosulu uygulanirsa, asagidaki fonksiyonel

bagintisi Ek-B de verilen birka¢g matematiksel adim sonucu bulunur.

:_ﬂ (ﬂﬂxkyyz)] kj&?ﬂ(x,&,z){%} +2|§(x—xs)5(z)5(x,ky,z) dxdz
(2.4.5)

DUgum noktalarindaki bilinmeyen gerilim degerleri denklem (2.4.5) in ¢ozimu ile

hesaplanacaktir. Bu bagintinin ¢6zimu sabit bir ky degeri icin yapilir. Bundan sonraki

bagintilarda kolaylik agisindan <|>(x z) yerine $(x,z) kullanilacaktir.
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2.4.2. Alanin Elemanlara Ayrilmasi

ikinci asamada, denklem (2.4.5) in tanimli oldugu alan, eleman adi verilen sonlu sayida kiigiik
parcalara bolindr. Elemanlar birbirlerine belli sayida noktalardan baghdir ve bilinmeyen
degerler her eleman Uzerinde belirlenen bu noktalarin koordinat degerlerinde hesaplanirlar.
Bilinmeyen degerlerin hesaplandigi bu noktalara digim noktasi (node) denir. Birbirlerine

digim noktalarindan bagh sonlu sayida elemanin olusturdugu alana sonlu elemanlar agi



(finite element mesh) adi verilir. Sekil 2.4.1 de dogrusal tg¢gen (linear triangle) elemanlara

bdlinmus bir sonlu elemanlar adi gértilmektedir.
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Sekil 2.4.1. Dogrusal tGiggen elemanlara bélinmis sonlu elemanlar aginin sematik
gOsterimi (Uchida, 1995).

Ag Uzerindeki elemanlarin boyutlari ve sayisi ile digim noktasi sayisi problemin ¢déziimiinde
¢cok onemlidir. Elemanlara ayrilan alanda, digim noktalari ve elemanlar ayri ayri
numaralandirilir (Bkz. Sekil 2.6.4). Dirichlet sinir kosulunu uygulamak igin sonlu elemanlar
aginin orta noktasindan (O) sol, sag ve asagi yone dogru gidildikce elemanlarin boyutlari

artirthir.

2.4.3. Eleman Dizey Denkleminin Elde Edilmesi

SEY 1-B, 2-B ve 3-B tanimlanan diferansiyel denklemlerin sayisal ¢ézimu icin kullanilabilir. 1-
B ¢d6zimde bir egri dizgln dogru pargalarinin bir serisi ile tanimlanir. 2-B ¢ézimde Uggen
veya dikdortgen elemanlar yada her ikisinin birlesimi kullanilabilir. 3-B ¢6ztiimde ise quadratik
Ucgen veya dikdortgen sekilli elemanlar kullanilir. Burada 2-B modellemede kullanilan

dogrusal ticgen eleman anlatilacaktir.

Dogrusal tu¢gen eleman Sekil 2.2.4 de gorulmektedir. Bilinmeyen gerilim degerleri elemanin
sadece kdse noktalarinda tanimlandigindan dogrusal Giggen denmektedir. Sonlu elemanlar agi
icinde elemanin sekline bagh bir fonksiyon, Lagrangien veya Hermitien polinom yaklagimi
kullanilarak tanimlanir. Dogrusal t¢gen eleman (Sekil 2.2.4) igin bilinmeyen gerilim (a (x,2))

degerlerini, Lagrangien polinom yaklasimindan asagidaki gibi yazilabilir.



X
$ (X,2) = oy + X + p7 = 1 x z] e (2.4.6)
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Sekil 2.4.2. Dogrusal tGiggen eleman.

Dogrusal Uggen elemanda bilinmeyenler elemanin kése noktalarinda tanimlanir. Buna goére |,

j ve k noktalarinda tanimli olan 7¢(x, z) fonksiyonu asagidaki gibi yazilabilir (Sekil 2.4.3).

gi (Xi,Z)) = g + a1 X+,
5i(xj,zj)zazo+azlxj+oczzj (2.4.7)

¢ (X, 2¢) = g + Xy + a2z,

3 (%,2) () < —1k) 6 (X,,Z,)

T

z

Sekil 2.4.3. Dogrusal Giggen elemanin digum noktalarinda 5 (X,z) nin tanimlanmasi.

Bundan sonra kisalik agisindan

:&(Xi’zi)
= §(x;.2;)
= 5(Xk ' Zy)

~

;i
4,
5k
$ = p(x,2)

olarak kullanilacaktir.



Bu denklemlerde «,,a, ve «, sabit katsayilardir. (2.4.7) denklem sistemi dizey formu

seklinde asagidaki gibi yazilabilir.

A 1%z |a

Yazilan bu dizey denkleminden «,,a; ve «,

a oA bi bj by %j (2.4.9)
% Ci Cj C | ¢

seklinde ¢ozulir. Burada, A dogrusal liggenin alanidir ve asagidaki gibi hesaplanir.
1
A=§1 X: Z; (2.4.10)

Elemanin alanini pozitif hesaplayabilmek icin digum noktalar saatin tersi yoéninde

numaralandirilir. a,b ve c sabitleri ise global koordinatlarda,

seklinde ¢ozulur. Burada,

ve i- dUgum noktasi merkez ((x;,z;) =(0,0)) olmak uzere



oldugu gorulmektedir. Genel (global) ve boélgesel (lokal) koordinatlarda yukardaki katsayilar,

i- dugum noktasi merkez olmak uUzere Sekil 2.4.4 de gorulmektedir.
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Sekil 2.4.4. Kartezyen koordinatlar sisteminde (x,z); Simgesel bir sonlu elemanlar agi
uzerinde s elemani (a), bolgesel koordinatlarda s elemaninin gérandmu (b)
(Fenner' den sonra 1975).

Denklem (2.4.9) da (x,z) koordinatlarina bagli ¢ézllen «,,«; ve «, degerleri, denklem (2.4.6)

de yerine konursa,

. a; a; a
¢:Z[1 x z] b; by by

S ™

—

(2.4.11)
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elde edilir. Bu denkleme gére J(X,z) fonksiyonu alan iginde tanimlanan dogrusal tggen

elemanin dugim noktalarinda hesaplanmig 5,%] ve 5k ya bagli olarak c¢ozulebilir.

A ,5]- ve ¢1 nin yaninda ¢arpan olarak bulunan degerler grubu,

1
N; N, Nk]:ﬂ[l x z] b; b; b, (2.4.12)

seklinde yazilabilir. Burada N;, N; ve N, degiskenleri sekil fonksiyonu, aradeger fonksiyonu

veya temel fonksiyon (shape functions,interpolation functions, or basis functions) olarak bilinir.
Sekil fonksiyonlarinin x ve z e bagli tirevleri sifirdir. Her sekil fonksiyonunun ait oldugu dagim
noktasindaki degeri bire esit veya birden kiguktir. Diger digim noktalarindaki degeri ise
sifirdir. Bir elemana ait sekil fonksiyonlarinin toplami birdir. Her sekil fonksiyonu kendi digim

noktasi ile kendisine komsu digum noktalarinin kenarlari boyunca lineer olarak degisir. Sekil



fonksiyonu denklem (2.4.12) da géruldugu gibi sadece elemanin koordinatlarina baghdir. Buna
gore (2.4.11) denklemi asagidaki gibi yazilabilir.

$=N4 + N4 + N (2.4.13)

Burada ¢6zium bdlgesi icinde herhangi bir elemanin gerilimi, elemanin digim noktalarinda

tanimlanan gerilimler ve sekil fonksiyonlari cinsinden tanimlanmistir. &(x,z) nin x ve z ye

gOre kismi tlrevi alinirsa,

a3 1, ~ , ~ o -
g¢=al=ﬁ(bi¢i+bj¢j+bk¢k) (2.4.14)
ap 1/~ ~ =
Lty = (od+eid +aid) (2.4.15)

elde edilir. (2.4.13), (2.4.14) ve (2.4.15) denklemleri (2.4.5) de yerine konursa,
Lot o (1 =~ =~ =2
X _EJ-A-[W{(bi¢i +b;¢; +bk¢k) +(ci¢i +C;4; +Ck¢k) }dxdz

%gd@(Ni% +N; @, + ngk)zdxdz +jAj 1,6x=%)0@(N; g + N4 + N, g Joxdz  (24.16)

bulunur.Yukardaki integral denklemi dogrusal Gg¢genin alani i¢in yazilmigtir. Ek-C de verilen
sekil fonksiyonunun 6zellikleri denklem (2.4.16) ya uygulanirsa,

O

oA {(bi% "‘bj(Zj +bkizk)2 +(Ci5i +C151 +Ck5k)2}
+%OKZA(¢Z.2+¢7;2+¢7|<2+¢;5; +5j5k+¢7i¢7k)+2|_2(ai¢7i+aj¢;j +ak5k) (2.4.17)

elde edilir. Enerjiyi minimize etmek icin (2.4.17) bagintisinin, bilinmeyen fonksiyonlara goére
kismi tirevi alinarak sifira esitlenir. Buna gore,

Z_gzﬁ{bi(biai +bj;j +bk¢;k)+ci(ci¢7‘| +Cj5j +Ck(Zk)}
+%o-k2A(ZgZ, + ¢, +5k)+2|—2ai =0 (2.4.18)



CZ_ O fb (0 +bydy +bd ) o (0 + 0 + o)

1 2 - ~ -~ IA _
ook A(¢, +2¢j+¢k)+£aj =0 (2.4.19)

ox_0o.

ap, 4A {bk(bia' +byg) +bk‘gk)+°k(°i5- 4, +Ck5k)}
k

1 2 ~ -~ =~ IA _
ok A((/ﬁi +4, +2¢k)+ﬂak =0 (2.4.20)

elde edilir. Bu denklemler, enerjinin minimizasyonu igin turetilen fonksiyonelin extramum

degerleridir. Hesaplanmasi gereken digim noktalarindaki (5,;5];;;) degerleri yukardaki

denklemlerin ¢6zimunden elde edilir. Bu denklemler dogrusaldir ve ¢6zimude dogrusal olarak
elde edilir (Coggon,1971).

Denklem (2.4.18), (2.4.19) ve (2.4.20) asagidaki gibi dizey denklemi bigimine getirilir.

b ¢ (1.;. 2 11 5. a;
o bi bi bk - 1 2 ~ IA
—1|b; c; ¢ |+-—0ock°A1l 2 1|¢ [+->]a;|=0 (2.4.21)
4n| e e | ooal !
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Bu denklem sonlu elemanlar agi icinde bir dogrusal tGiggen eleman igin yazilmistir. Denklemde

ilk toplamaya kadar olan bdlimde ilk iki dizey ¢arpilirsa,

b*+c* bb, +cc;  bb, +cc |4 2 1 1|4 a,

o 2 2 ~ 1 ., ~ I

m bb, +cc; by +c; b, +c,c, ?j +Eak 121 ?j +i a, =0 (2422
bb, +cc, bb, +c;c, ka +Ck2 3 112 7 a

olur. A ve B satir ve sltun sayilari birbirine esit ve C ninde satir sayisi A ve B nin stitun sayisina

esit Ug dizey igin

(A+B)C=AC+BC

Ozelligi yazilabilir. Bu 6zellik denklem (2.4.22) ye uygulanirsa, simgesel bir i- elemani igin

asagidaki dizey denklemi elde edilir.



k1i1 kliz k:li.3 5; ai
Ky ki Ky | 45 |=14] 2} (2.4.23)
kip ki kis | ¢3 aj

Bu denklem kisaca,

Kiu=s (2.4.24)
seklinde yazilabilir. Yukardaki denklemde i-elemani igin k', (3x3) boyutlu digim
noktalarinin koordinatlarina, k, doénisim katsayisina ve elemanin oéziletkenligine bagli

katsay! dizeyi (stiffness matrix), u' diigiim noktalarindaki gerilimlere bagh (3x1) boyutunda

siitun vektor, s' elemana uygulanan nokta akima bagli (3x1) boyutunda siitun vektérd(ir.



