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Ornek problem 3.5:
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Kenar uzunlugu a olan bir kiipe P kuvveti gosterildifi vibi etk etme)

(a) A’ya gore, (b) AB kenarma gore, (c) kiipiin AG kisegenine re if‘di[
momentini bulunuz. (d) ¢ sikkindaki sonucu kullanarak AG ile Fc dfas Nip
dik uzakhig bulunuz. Ndak



Ornek ¢6ziim 3.5:

a. A'ya gore moment. x,y ve z koordinatlanm goriildiizii gibi segerek
P kuvvetini ve A'dan P'nin uygulanma noktasi olan F'ye ¢izilen ry, \ = AF

vektoriinii dik bilegenlerine ayinnz.
e = ai — ﬁ'j - ﬂ{i - j}
P = (P/V2)j — (PIV2)k = (P/V2)(j — k)
P'nin A'ya gore momenti
My =rpa X P=a(i —j) X (P/V2)(j - k)
M, = (aP/V2)(i +j+ k)

b. AB’ye gére moment. M, 'min AB'ye izdiisiimiinii alinz.
I‘tfﬁﬁ =1i- h‘iﬂ —— i 5 {prﬁ]{i +j <+ k}
Mg =aP/V2 <

AB x eksenine paralel oldugu igin M4z'nin de M, momentinin x bileseni
oldugunu dogrulanz.

X




Ornek ¢6ziim 3.5:
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c. AG kdsegenine gére moment. Pnin AG’ye gire momenti M,'nn

AG'ye izdiisiimiinii alarak elde edilir. AG boyunca yer alan birim vektorii A
ile gosterirsek

_A_(’;_ai—aj—ak_ L
=G = = (VV3)(i—-j-k)

Mac =AMy = (UV3)(i~j~k)- (aP/V2)(i +j+k) A
Muc = (@P/VB)(1 —1—1) M, = —aPIVB *

elde ederiz.

Ikinci yol. P'nin AG'ye gbre momenti determinant halinde de ifade
edilebilir:

Al A A VV3 -1/V3 -1V3
My = Yria Yra Zpal| = a —-a 0 ='—an\@'

F: Fy F: 0 Pfﬁ ""Pf“"h/ﬁ

d. AG ile FC arasindaki dik uzaklik, Oncelikle P'nin AG kosegenin®
dik oldugunu gszlemleriz. Bu

ise P * A sayisal carpimuni yazip sifir oldufunt
dogrulayarak denetlenebilir: TP e

P+ A=(PIV2)(j - k) - (UV3)(i -j—-k) =(PVvB)(0-1+1)=0
M,c momenti —Pd ile gisterilebilir. Burada d, AG'den FC'ye olan dik .ui«:ﬂ.:;
]I]{tlr. [C,dEki gﬁZIEm{:i}’E gﬁl’E P'nin I(UPE.’ bﬂﬁ]dttlgl (]ﬁl'llTl'E Egili[]'ﬂ Sl
yoniinde ortaya aiktign

1y ., co puli
1610 negatif igaret kullamlmigtir,) ¢'de Mag isin -
nan deferi hatirladigimizda,

Muac = =Pd = —aP/\/G d = a/V0



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Rijit cisimler tGzerinde kuvvet ve momentlerin etkilerini arastiriyoruz.
Kuvvetlerden ve momentlerden olusan bir sistemi daha basit esdeger bir sisteme
donusturebiliriz.

Bir kuvvet ciftinin momenti (a)

Ayni bayuklikte, birbirine paralel, ancak ters 6nlu iki
kuvvetin, F ve —F, kuvvet cifti olusturdugunu soyleyebiliri:
(Sekil a).

Sekil (b) de gosterilen A ve B noktalarina r, ve ry konum
vektorleri esas alinarak sirasiyla F ve —F iki kuvvetin
uygulandigini disinelim. O cevresindeki iki kuvvetin
momentlerinin toplami asagida yazilmistir:

I‘AXF+I‘3><(—F)=(I'A—I‘3}><F

(b)



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Bir kuvvet c¢iftinin momenti

ry — g =71 olarak dizenlenirse, M =r X F

M vektoru kuvvet ciftinin momenti olarak adlandirilir.
Moment iki kuvvetin bulundugu duzleme diktir.
Buyukligih M = rF sin 6 = Fd ile hesaplanur.

d F ve —F ‘nin etkidigi dik mesafedir.
O F (Yada —F) ve R arasindaki acidur.
M’nin isareti sag el kuralina gore belirlenir.
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O etrafindaki kuvvet ciftinin momenti O
cevresindeki F ve —F momentlerinin
toplamina esittir.

i

(b)



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Bir kuvvet c¢iftinin momenti

Bijon anahtari kollarina uygulanan esit buyuklikte ters yonlu iki kuvvet
kuvvet cifti uygulamasina 6rnek olarak verilebilir.

Bir kuvvet ciftinin M momenti kuvvet cifti
duzlemine dik olup; buyukltgu, F ve d carpimina
esittir. Kuvvet cifti dizlemin herhangi bir
noktasina uygulanabilir. -

Sekilde gosterildigi gibi, kuvvet ¢ifti momentinin tanimina gére, bir kuvvet ¢ifti F, ve —F,
ve digeri F, ve —F, F olmak Uzere

= i

ise, esit momentlere sahiptir.



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Esdeger kuvvet ciftleri
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Ug esdeger kuvvet cifti (Ayni yon, ayni biiyiikliik, M =1201b . in

(a) Ustten bakildiginda saat ters ydniinde kutunun alt tarafindan etkiyen kuvvet cifti
(b) Ayni dizlemde (a( dan daha bliylik kuvvetlerin etkidigi ayni isaretli kuvvet cifti
(c) Ayniisarete sahip, ancak farkli dizlemde etkiyen kuvvet cifti



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Kuvvet ciftlerinin eklenmesi

Birbirini kesen P, ve P, diizlemleri ve bu duzlemlere etkiyen iki kuvvet
cifti goz 6niine alalim. (sekil a)

M=rXR=rX(F, + F)

Varignon teoremine gore;

M=rXF +rXF

Ik terim P,’de kuvvet giftinin M, momentini,
ikinci terim P,’de kuvvet ¢iftinin M, momentini gosterir:

MZM[+M2

M=2M = 2(r X F)

(b)

(a)



3.3 Kuvvet ciftleri ve kuvvet cifti sistemleri

Kuvvet cifti vektorleri

1 L - :
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(a) (b) (c) (d)

(a) iki kuvvetten olusan kuvvet cifti,

(b) Kuvvet ciftinin bulundugu dizleme dik konumlanmis kuvvet cifti vektoru,

(c) Kuvvet cifti vektori serbest vektordir. Orjin gibi diger uygulama noktasina tasinabilir.
(d) kuvvet cifti vektori koordinat eksenleri boyunca bilesenler olarak ¢oziimlenebilir.



Ornek problem 3.6:

Sekilde verilen iki adet kuvvet ciftine denk tek kuvvet ¢iftinin
bilesenlerini bulunuz.
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Ornek ¢6ziim 3.6:
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A'ya, esit ve zit iki tane 100 N'luk kuwvvet tutturursak hesaplamalar basiﬂegjr,
Bu bize orijinal 100 N'luk kuwvet ciftini yeni iki tane 100 N'luk kuvvet Gif-
tiyle degistirme imkénin verir, birisi zx diizleminde. digerivse xy diizlemipe
paralel bir diizlemde yer alir. Yandaki ¢izimde goriilen ii¢ adet kuvvet Gift.
koordinat eksenleri boyunca yer alan M., M, ve M. kuwvet cifti vektorlerie
temsil edilebilir. Momentlerin degerleri soyledir:

M, = —(150 N)(0.46 m) = —69 N - m
M, = +(100 N)(0.3 m) = +4+30 N - m
M. = +(100 N)(0.23 m) = +23 N : m

B}: i¢ moment, verilen iki adet kuwvet ciftine denk tek kuvvet ¢ifti Mnin
silesenlerini temsi] eder.

M= =(69 N - m)i + (30 \ m)j + (23 X - m'k



Ornek ¢éziim 3.6:

lkinci  ¢8ziim. Denk tek kuyvet
wvetin rastgele bir noktaya gisre

L] " i .I
cifti M’nin bilesenleri, verilen dort adet
edilebilir, p noktasim secersek

- arak da elde
toplam momentin; hesaplavarak da el

—

(0.46 m)j X (—=15
= (0.3 m)

0Nk + [(0.23 m)j
k] x (<100 N)i

Yazar ve vektsr carpimlanp,

hesaplarsak

M = —(69 N . mi + (30 N
o D uw elde ederiz.
150N

*m)j + (23 N - m'k



Ornek ¢6ziim 3.7:

Gosterilen kuvvet ¢iftiyle kuvveti, kola uygulanan denk tek kuwvetle degisti-

400 N £ : "
riniz. Bu kuvvetin uygulanma noktasinin mile olan uzakhgin bulunuz.

200 N




Ornek ¢6ziim 3.7:

F =— (400 N)j
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N
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— (24 N-m) k (60 N-m) k
( _ (24 N-m)k | — (60 N°m)
150 mm '
— (400 N)
/ — (400 N)j

_ (84 N-m)k 60°

(@)

Oncelikle, verilen kuvvet ile kuvvet ¢ifti, O’ya uygulanan denk kuvvet-kuvvet
¢ifti sistemiyle degistirili, F = —(400 N)j kuvvetini A’ya hareket ettiririz.
Aym zamanda orijinal konumdaki kuvvetin O’ya gore momentine esit Mo
kuvvet ¢ifti momentini ekleriz.
'k
M, = OB X F = [(0.150m)i + (0.260m)j] X (—400N)j
= —(60 N - m)k

Bu kuwvet ¢ifti, iki adet 200 N’luk kuvvetin olusturdugu —(24 N - m)k
kuvvet cifti momentine eklenir ve —(84 N - m)k kuvvet ¢ifti momenti elde
edilir. Bu son kuwvet ¢ifti, asafndaki sonucu verecek sekilde segilen C nok-
tasina F'nin uygulanmasiyla yok edilebilir.

~(84N - m)k = OC X F
= [(OC) cos 60°i + (OC) sin 60°] X (—400N)j
= —(OC)cos 60°(400N)k

Buradan su sonuca vannz:

(OC) cos 60° = 0.210 m = 210 mm OC = 420 mm



Ornek ¢6ziim 3.7:

- (24 N-m)k

(24 Nem)k

150 mm

;ﬂ— (24 N-m)k BC

60°

1 /m} Nj

lkinci ¢dzUm. Kuvvet ciftinin etkisi konumuna bagli olmadigh igin —(24
N - m)k kuvvet ¢ifti momenti B’ye hareket ettirilebilir: dolayisiyla B’de bir
kuvvet-kuvvet cifti sistemi elde ederiz. Fyi agagndaki gibi secilen C noktasina
uygulayarak kuvvet cifti yok edilebilir.

—(24N - m)k = BC X F
= —(BC) cos 60°(400N )k

Buradan su sonuca vannz:

(BC) cos 60° = 0.060 m = 60 mm BC = 120 mm

OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm OC = 420 mm <«



3.4 Kuvvetler sisteminin sadelestirme

Kuvvetlerin — kuvvet cifti sistemine indirgenmesi

Rijit bir cisim Gzerine A, , A, , A, ...., noktalarinda etkiyen, r,, r,, r5 ..., konum vertdorleriyle
tanimlanmis F, , F,, F;5 ...., kuvvetler sistemi gbz 6nine alalim.

M; moment cifti O etrafinda F, kuvvetinin r; x F; momentine esittir.

Ayniislemi F, , F5 ..., igin yaparsak, kuvvetler eszamanli olduklariigin onlarin R bilegkesi
bulunabilir.

M;, M, , M, ..., vektorleri vektorel olarak eklenebilir.

MR tek kuvvet cifti vektoru tanimlanabilir.

Herhangi bir kuvvetler sistemini, karmasik da olsa, belirli bir O noktasina etkiyen
esdeger bir kuvvet cifti sistemine indirgeyebiliriz.



3.4 Kuvvetler sisteminin sadelestirme

Kuvvetlerin — kuvvet cifti sistemine indirgenmesi

Kuvvetler sisteminin bir kuvvet cifti sistemine indirgenmesi

(a) i1lk kuvvetler sistemi

(b) Eklenmis kuvvet ciftleriyle O noktasina etkiyen tasinmis tim kuvvetler,

(c) Tum kuvvetlerin bileske kuvvet vektoriine indirgenmesi ve tim kuvvet cifti vektorlerinin
bileske kuvvet cifti vektériine indirgenmesi

M;

A F; Fy R h
Mg v )
= Wy, . ._L;r{:r _."':’f p y F.‘} 1\[{1 4
F, I e Xy >
— ' LQO — Oo
M, ¥
(a) (b) (c)
Kuvvet cifti sistemi R =2F MY =3M, = 3(r X F)

MR vektoriine sistemin bileske momenti adi verilir.



3.4 Kuvvetler sisteminin sadelestirme

Esdeger kuvvetler sistemi

iki kuvvetler sistemi belirli bir O noktasinda ayni kuvvet-cifti sistemine
indirgenebilirse, bu sistem esdegerdir.

Matematiksel olarak, esdeger olan iki kuvvetler sistemi icin gerekli ve yeterli
kosullar asagida yazilmistir:

2F = 2F' e =M, = M,

- 2F, = 2F, 2F, = 2F, 2F. = 2F,
Dik bilesenler : ] z z
2M, = 2M, M, = M, 2M. = 2M.

Rijit bir cisim lizerinde etki eden iki kuvvet sistemi esit ise, bunlar
da esdegerdir.



3.4 Kuvvetler sisteminin sadelestirme

llave indirgeme islemleri

Tek bir kuvvete yada bileskeye indirgenebilecek kuvvetler sistemleri R kuvvet vektori ve Mg° moment vektoriniin

birbirine dik oldugu sistemlerdir. Bu kosul ancak li¢ sistemde yeterlidir: 1) Kesisen kuvvetler , 2) Esdiizlem kuvvetler,

3) Paralel kuvvetler.

1. Kesisen kuvvetler ayni noktada etkir; bu nedenle R bileske vektoriint elde etmek onlari ekleyebiliriz. Bu vetorler
daima tek bir kuvvete indirgenir.

2. Esdiizlem kuvvetler, sekil (a) daki gibi ayni diizlemde etkir. Sistemde etkili olan R toplami ilgili diizlem Gzerinde
bulunur. Bu karsin O etrafindaki her kuvvetin momenti ve MR vektori bu diizleme diktir. O daki kuvvet cifti sistemi,
bu nedenle, birbirine dik olan R kuvveti ve MR vektoriinden olusur. (Sekil (b)). O’dan R’nin etki hattina olan mesafesi
d = M_®/R olarak hesaplanir (sekil c).

y y y
R
R
= _\[E"; %_ =
F, o x @ x o Z~
d=ME/R

(a) (b) (c)



3.4 Kuvvetler sisteminin sadelestirme

O’daki kuvvet cifti sistemi asagidaki bilesenlerle karakterize edilebilir:

R, = 3F, R, = 3F, ME =ML =3M,

y=-MA/R,
(a) (b) (c)

3. Paralel kuvvetler paralel etki cizgisine ve farkli isaretlere sahip olabilirler. Kuvvetler y eksenine

paraleldir. (sekil a). R toplam vektori y eksenine de paraleldir.
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