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Dersin Amaci

Bu derste,

 Basit Harmonik Hareketi (BHH) tanimlayip harmonik
hareket sergileyen sistemlere 6rnekler verilecek,

« BHH hareket denklemi yazilip ¢oziilecek,

« BHH genellestirilerek bu hareketin  olusmasi icin
gerekli kosullar vurgulanacak,

e SOnimliT ve  Zorlanmis  Harmonik  Hareket
Incelenecek,

 Rezonans olay1r oOgrenilecek ve Q-Faktori kavrami
tanimlanacaktir.



Basit Harmonik Hareket (3 Hafta)

 Basit Harmonik Hareket
— Kiitle-Yay Sistemi
— Hiz, Ivme ve Enerji
— Geri Cagiric1 Kuvvet-Genel Durum
— Basit Sarkag
— Fiziksel Sarkag

e SoOnimli Harmonik Hareket (SHH)
— Kritik Ustii SHH, Kritik SHH, Kritik Al SHH
— Kalite Faktori Q

o Zorlanmis Harmonik Hareket
— Rezonans
— Enerji ve Giig
— Uygulamalar



Basit Harmonik Hareket (BHH)
(Simple Harmonic Motion-SHM)

K m

00 e Y

Bir cismin hareketi siniis veya kosiniis gibi basit ve
yalin bir fonksiyonla ifade edilebiliyorsa bu harekete
basit harmonik hareket (BHH) denir.

Bu hareketin kaynagi, cismin denge noktasindan uzakligiyla
orantil (x) ve cismi her zaman denge noktasina getirmek
Isteyen bir kuvvetin (gericagirict kuvvet) olmasidir.
F= -kx



Basit Harmonik Hareket (BHH)

Yatay diizlemde, yay sabiti K olan bir yayin ucuna bagh kiitlesi m
olan bir cismin olusturdugu kiitle-yay sistemini diisiinelim

AX=X,-X

—

K | m

Xo

v X

Varsayimlar:
* Siirtlinme yok (F =0)
* Yayin kiitlesi thmal edilecek

surtiunme

* m kiitlesinin denge noktasi (x,) etrafindaki
yerdegistirmesinin (AX=X-x) kii¢iik(") oldugu varsayilacak.

() Ne kadar kiigiik olacagi sonra agiklanacak



Basit Harmonik Hareket (BHH)

m kiitlesinin denge noktasindan uzaklastirildigi duruma bakalim

K m Cisim denge konumunda
AX=0 — F=0 -rmmmm-. x  (Ax=0), m kiitlesine etki eden
- kuvvet F=0
F Cisim denge konumundan
K m uzaklasirsa (Ax#0) m kiitlesine

AxX #0 — F#0 m denge noktasindan (x,) 6lgiilen

mesafe (Xx) i1le orantili (k) olan bir

AX kuvvet (F), etki ederek kiitleyi

hep ayn1 noktaya getirecektir

(Hooke Yasasi)

K mE . .
Cisme etki eden kuvvet yay
Ax #0 — F£) m )i kuvveti (Geri Cagiric1 Kuvvet):

(-XA) F =—K(X, —X) =—KAx
X, .

Denge Noktasi



Basit Harmonik Hareket-Yay Sabiti

m kiitlesinin denge noktasindan uzaklastirildigi duruma bakalim

Buraya bazi yaylar i¢in k
degerini yaz:
Tiikkenmez kalem yay1: 250-

v X

-Fd 500N/m
—J * -
Motor amortisoru:
B
X
-—] " Kk sabiti burada yay sabiti olarak

(-x) tanimlanmis olsa da aslinda farkl
mekanik sistemler i¢in tanimlanan ¢ok
daha yaygin bir sabittir ve en genel
Denge Noktasi olarak ‘Geri ¢cagirict kuvvet sabiti’
olarak adlandirilmasi gerekmektedir.

Kuvvet her zaman (ve her durumda) m kiitlesini denge noktasina geri
donderecek yondedir ve bliylikliigli denge noktasindan ne kadar (x)
uzaklastirildigiyla orantilidir.

F =—k(x, —Xx) =—kAx 8



Basit Harmonik Hareket-Kavrama Sorulari

Denge Noktasi

» Bu harekette neyi bilmek isteriz? (x(t)="?, v(t), a(t) )
» Hareket periyodik mi, degil mi?
» Hangi durumda basit harmonik, hangi durumda anharmonik?

» Hareket periyodik ise periyot nelere baghdir? (Genlige, kiitleye,
yay sabitine nasil baghdir?-bagh midir?)

« Enerji korunur mu?
» Hareketi ¢ozmek i¢in nereden ise baslamaliy1z?



Basit Harmonik Hareket (BHH)

Yaya bagli m kiitlesine eden kuvvetler

K m Not: Hareket bir boyutta (x-

dogrultusu) oldugu i¢in
_f0'0'0'0'0'0'0'0'0'0'\_. vektor notasyonunu
kullanmamiza gerek
N Z F, =0

yoktur.
-kx=F— * Z F =0

mg
X, F,=-mg+N =0

Denge Noktasi

v X

« Diisey yonde (y) etki kuvveti (mg) ve zeminin uyguladigi normal (N) (Tepki
kuvveti degil!) kuvvet birbirine esit oldugu (dengelenmis) i¢in y yoniinde net
kuvvet sifirdir ve y-dogrultusunda hareket yoktur!

* X-dogrultusunda ise sadece (dengelenmemis) yay kuvveti (F, ) vardir ve cisim
bu kuvvetin etkisinde harekete zorlanir. 10



Kitle Yay Duzenegi

m kiitlesinin hareket denklemini bulabilirsek x(t), cisme ait biitiin bilgileri
edinmis oluruz.

+F -F Denge noktasindan olan
CAX +Ax yer degistirme:
| | AX =X —X=X
—0000000000 0 *
X, =0
X

m kiitlesine yay tarafindan etki eden F —ma = —kx k: yay sabiti (N/m)
kuvvet (Ger1 Cagiric1 Kuvvet):

dx(t
m kiitlesinin hareket denklemi: Ma =Mm dtg ) = —kX(t)
Her tarafi m kiitlesine d* X(t)
bolersek: dt ( mj X(t) 0

Bu, ikinci dereceden (2 kez tiirev iceren), dogrusal (tiirevli terimin karesi
yok), homojen (esitligin sag tarafi sifir) diferansiyel denklem-dir. 44



Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi
d’ x(t) B
(m)x(t)—o

(Dogal) Ac¢isal frekans:

Lo Odev-1:
K d ®,= (k/m)¥2 niceliginin
0, =| — X(t) :
0 (mj 4+ C() X(t) 0 frekavns boyytundq
t oldugunu gosteriniz.

Kosiniis fonksiyonu yukaridaki diferansiyel denklemi saglar (¢oziimdiir):
)
dt
Coziim: X(t) = ACOS(a)Ot) d’x(t)
dt?

=—a,Asin(m,t)
= -’ Acos(a,t)
X(t)= m kiitlesinin anlik konumunu veren yerdegistirme

A= Genlik (maksimum yer degistirme) (metre)
o,= Acisal frekans (rad/s)

Odev-2: X(t)=Acosmt
fonksiyonunun yukaridaki
diferansiyel denklemin
¢Oziimii oldugunu gosteriniz.

t= Zaman




Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi
cos(0) =1
X(t) = ACOS(C()Ot) sin(0) =0

t=0’da baglangi¢ konumu (x,):  X(t =0) =X, = Acos(®,.0)=A = A=X,

t=0’da baslangi¢ hiz1 (v,): % (t=0)=v, =—a,Asin(w,.0) =0=v, =0!

Baslangi¢ hizi sifir olabilir ama bu her zaman boyle olacak anlamina gelmemelidir.
Dolayisiyla bu ¢6ziim bu hali ile eksiktir!

Siniis fonksiyonu da yukaridaki diferansiyel denklemin bir ¢oziimiidiir.

(O _ ,Acos(aw,t)

X(t) = BSln(a)ot) dzd;(t)_

o —? Asin(a,t)

Sin ve cos olmak {izere iki ¢6ziimiin oldugunu gordiik. Diferansiyel denklem
dogrusal oldugu i¢in her iki ¢ozlimiin toplami1 da bir ¢6ziimdiir. Dolayisiyla en
genel ¢cozlim asagidaki gibi yazilabilir:

Odev-3:
— " X, Ve X, ¢Oztimleri,
X(t) = Acos(aw,t) + Bsin(a,t) | Brssnd
.o dif iyel denklemi
Iki bilnmeyen A ve B katsayﬂan, baslangu; o c IOZGl:.IaI:j ?gee Xlinxz?lrﬂllln
kosullarindan (t=0’daki konum ve 1lk hiz) bilgileri de bir ¢éziim oldugunu

kullanilarak bulunabilir. gosteriniz.




Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi

A ve B sabitler1 ger¢ekte neye karsi gelirler?

X(t) = Acos(a,t) + Bsin(a,t)

t=0"da baslangi¢ yedegistirmesi: X(t =0) = Acos(w,.0) + Bsin(®,.0) = A= X

t=0"da baslangi¢ hizi : % (t=0)=Vv, =-m,Asin(w,.0)+ v,Bcos(w,.0) > o,B=V,
A=X,
B=Vv, /o,

X(t) = X, cos(a,t) + (v, / @, )sin(m,t)

Bu ¢6ziim kiitle-yay sisteminin hareketini eksiksiz tanimlar.

14



Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi
X(t) = Acos(a,t) + Bsin(a,t)

Ama yukarida verilen ¢oziim daha sik bir sekilde ¢ogunlukla asagidaki sekilde

yazilabilir:
Y- X(t) = Acos(a,t + @)
X(t)=Acos(m,t)+ Bsin(m,t) A= Genlik (maksimum yer degistirme) (m)
seklinde verilen ¢6zimiin o,= Agisal frekans (rad/s)
x(t)=Ccos(w,t +¢) olarak ifade ¢ = Faz sabiti (radyan)
edilebilecegini gosteriniz. Bu ifadede A (Genlik) ve ¢ (Faz sabiti) baslangi¢

kosullardan bulunmasi gereken iki sabittir.

o, 1se kiitle ve yay sabiti bilindiginden sistem
tarafindan belirlenen bir niceliktir.

t=0’da baslangic yedegistirmesi: x(t =0) = Acos(w,.0+¢@)=x, = x, = Acos(g)

dx(t = 0)

t=0’da baslangic hiz1 : "

= —w,Asin(w,.0+¢) =V, =V, =—a, Asin(g)

Odev-5: A ve ¢'nin baslangi¢ kosullarina baghililiginin asagidaki sekilde
oldugunu gosteriniz.

A:\/X§+(Vo/a)o)2 ¢=tan_1(—Vo/0)OX0)

15




Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi

A:\/xj+(v0/a)o)2

p=tan'(-v,/w,x,)

X(t) = Acos(aw,t + @)

X(t) = (\/xﬁ +(v,/o,) )cos(a)ot +tan™(-v,/o,X,))

o,= Acisal frekans (rad/s)

A= Genlik (maksimum yer degistirme) (m)
t=0"da x, ve v, degerlerinden

¢ = Faz sabiti (radyan)
t=0"da x, ve v, degerlerinden

K

—C0000000000 6,

16



Basit Harmonik Hareke-Hareket Denklemi

( K )1/2 k
%= ~TUIME %
m
0
X(t)
Tl
A
t
A
Coziim: X(t) = Acos(a,t + @)

A = Genlik (maksimum yer degistirme)
o,= Acisal frekans (rad/s)
¢ = Faz sabiti (veya faz kaymasi) (rad)

17



Basit Harmonik Hareke-Periyot

k ™

—( 000000000046, |, X(t) = Acos(a.t + @)

1/2
o,= Agisal frekans (rad/s) o, = (hj

m
X(t)
A
i L
A A A .
t 27T
T W, =27V, =—
T
Periyot, bir salinim i¢in gegen siire, 2 m
kiitle ve yay sabitine baglidir: T= P 27 M

0 18



Frekans ve Acisal Frekans

Frekans ile Acisal frekans bazen birbirlerinin yerine kullanilsalar da
ayni fiziksel nicelikler degildir; ama iki nicelik iliskilidir.

Frekans (v), Salimim yapan bir cismin birim zamanda kac (kez) salinim yaptiginin
Olgtistidiir: boyutu [1/T]; birimi 1se 1/saniye veya Hertz (Hz) dir.

Acisal Frekans (o) ise birim zamanda ne kadar a1 (radyan) siipiiriildiigiiniin
gostergesidir boyutu [1/T], birimi 1se (rad/s) dir.

T=1/4 (s
X(t) = Acos(w,t+¢@)  (Zamansal) Acisal Frekans v:1/T:(4)(l/S) veya (Hz)
u(t) = Acos(k_x + @) /(”0:27“’\ ©=2n/(1/4)=8 (radls)
m,=acisal frekans (rad/s)  v=frekans(1/s)
Uzaysal) Agisal Frekans
kOZZTC}\,_l Y °
] W, = Ce 2y
T

19



Frekans ve Acisal Frekans

T=1/4 (s) - (Periyod)

W, = T =LV v=1/T=4 (1/s) veya (Hz) - (Frekans)
X(t) T ®,=27t/(1/4)=8r (rad/s) - (Acisal Frekans)
-/
\/\/\/\/\/\/ N
-A
1/4 1/2 3/4 1 5/4 3/2
. v(Hz)
. 1 2 3 4 5 6

of(rad)
\T 0 2T 47 om 8n 107 1271

20



Basit Harmonik Hareke-Faz Sabiti

X(t 0)=A X(t) = ACOS(Q)Ot + O)
t=0 X(t)

$=0
T ANANANE
\/ \/ \J

JUUUUUUUWEL t=0 A X(®) x(t) = Acos(aw.t + ¢)

N\ N\
NV

L;: Acos(e,0+¢) = % = cos(f) = ¢ =%= 60°

21



Faz Sabitinin Onemi
X(t) = Acos(a,t + @)

THR-
e\
-T-»
- \
ol 11
z=0
Farkl fazli (uyumsuz- Ayni (Es) fazli (uyumlu-
inkoherent) dalgalar koherent) dalgalar

22



Basit Harmonik Hareket-Acisal Frekans
Agisal frekans (o,) genlige baglh midir?

®,= Acisal frekans (rad/s)

k XOZO _( k jl/Z
o111 G A

600=27zv=2—7z
T

A (Genlik) biiyiik olunca salinimin kendini
tekrar etmesi i¢in daha uzun zaman gegmesi

ongortilebilir?
Mﬂmm—» Veya genlik artinca etki eden kuvvet daha
bliyiikk olacagindan hareket daha hizili,

A A dolayisiyla kendini tekrar etmesi daha kisa
siirede tamamlayacag1 ongortinebilir?

Aslinda bu iki ters etki birbirini gotiiriir ve acisal frekans ifadesinde
gorildigii gibi periyod genlikten bagimsiz, sadece k ve m’ye baghdir. 23



Basit Harmonik Hareke-Acisal Frekans

T:2—7r:27z\/E
@, K

Periyod, bir salinim ig¢in gegen siire, kiitle ve yay sabitine baglidir.
Sert bir yay (yiiksek yay sabiti) kii¢iik periyod, yumusak bir yay
(kiiclik yay sabiti) buiytik periyod.

ky> ks
K Sertyay Yumusak yay
1

T <0 Ty T

A
W -A

T,<T,

Odev-6: Yay sabiti x olan bir yaya ne
kadarlik bir kiitle baglanirsa
periyodu bir saniye olur?

24



Basit Harmonik Hareke-Acisal Frekans

T:2—7[:27r\/E
@, K

Periyod, bir salinim 1¢in gegen stire, kiitle ve yay sabitine baghdir.
Ayni yaya baglh buytik kiitlenin periyodu buytik, kiicik kiitlenin 1se
periyodu kiigtiktir

m,>m
Il( 2 Buytuk m Kiiciik m

ol 1111/ [ SO

A
k m, =T t
- - R

Tl
T,>T,

25



Basit Harmonik Hareke-Hiz

.0 X(t) = Acos(a,t +¢)

dt

W x(t) V(t) — w = —a)oAsin(a)ot + ¢)

SNOTAO

V(t) =—ao,Asin(a,t + @)

V(t) = —@, Asin(a.t + @) =+, ACOS(w,t + ¢ + %)

Hiz, yerdegistirmenin 90° oniinde. 26



Basit Harmonik Hareke-Ivme
X(t) = Acos(a,t + ¢)
V(t) = —o,Asin(aw,t + @)

.
.®
R
.
-

ey
-
.
Y

.
s®
.
.
.

G
...
e

.
.s®
.
.
.

..... a(t) = dv(t) dd>t<(t)

= —w. Acos(a,t + @)

.
...
‘e
.

o’
.
-

a(t) 2
....... | a(t) =, Acos(,t +¢)

o*
.
R

a(t) =—a’ Acos(m,t + @) = —a’ X(t)

X(t)

a(t) = —a’ Acos(a,t + @) =+’ Acos(a,t + ¢+ )

, _ . 27
Ivme, hizin 90°, konumun ise 180° 6niindedir.



Basit Harmonik Hareket-Yerdegistirme, Hiz ve Ivme

x(1)
A

X(t) = Acos(a,t)

NVANR

IRVAR VA

v(t) = O _ —w,Asin(m,t)

dt ‘aﬂ»

—,A [
X= X=A M
a(t
v=0 ¢ v=0 ()
_ - o2 A -
a= -max a=max 0
x=0
v=+max
a=0
—@? A !

28



Basit Harmonik Hareket-Potansiyel Enerji

X
k
0

Ortamda surtiinmenin olmadigini varsaydigimiz i¢in, F (yay)
kuvveti korunumlu (yapilan is, 1lk ve son noktaya bagli, aradaki
yoldan bagimsiz) bir kuvvettir.

Yay kuvveti: F = —kx
Yay kuvvetinin yaptig1 diferansiyel is: dW = F.dx = (—kX) dx
; A | 1
[dw = [(—kx)dx =W = Zke*| =k} - kx]
" 2 " 2 2
X,=0 ref olarak almirsa x kadar W = 1 kx?
yerdegistirmeyle yapilan 1s: 2
Yapilan bu is istemde potansiyel U (X) = l kx?| Potansiyel enerji
enerji (U) olarak depo edilir: 2 29




Basit Harmonik Hareket-Potansiyel Enerji

X(t)
k —
—0000000000 4 .
o A ]
— Potansiyel Enerji (U)
U(X)
U _%kAZ e N A
1, >
U (X) = =kx
2
X
~A 0 A ]

30



U(X)

0 X, " ) 0
U . 2 U(x)=U (X)-l—lk(X—X)Z
(X) ZEK(X—XO) o\ 2 0

X, #0
X, #0
UO(XO) ¢O31




Basit Harmonik Hareket-Kinetik Enerji
Yaym baslangicta denge

K AL noktasindan A kadar uzakta
oldugunu diistinelim (1lk hiz
W sifir olsun)
0

X(t) = Acos(a,t + @) konum
Hiz: V(t) = -, Asin(w,t + @)

1 1

K = EmV2 = Em(—a)oA)2 sinz(a)ot+¢)
, K , 1, 5 . Kiitle-yay sisteminde
o) =— = maf =k K=ZKAsIn(@l+0)) \inetik enerji

32



Basit Harmonik Hareket-Kinetik Enerji

X(t)
k
—0000000000 0k |,
o A :
K(t) A
T — Kinetik Enerji (K)
Kinetk Enerji-Zaman Grafigi \
E(t)-t \ /
\\_// t

0

K(t) = % KA? sin® (et + @)

33



Basit Harmonik Hareket-Toplam Enerji

A
k —
0

X(t) = Acos(aot+¢)  V(t) =—w, Asin(ao,t + @)

K(t) = % mv’ = % KA® sin® (ot + @) Kinetik Enerji (K)

U(t) = % kx* = % kA? cos’ (a,t + @) Potansiyel Enerji (K)

Toplam (Mekanik) Enerji: E(t) =U + K = % KA? sin® (o, t + @) + % kA? cos’ (.t + @)

1 : 1
E(t) = > kA? | sin? (@,t + @) +cos? (a,t + ) | = > kA?
Toplam (Mekanik) Enerji zamandan bagimsizdir ve sabittir (zamanla degismez)

E:lkA2 34
2




, 1
K E=U+K ==>kA?
w1 L 2
X
J — Potansiyel Enerji (U)
E(t) o A — Kinetik Enerji (K)
EzU+K s N AT R E=U+K Z%kAZ
1 2 I/ \\
U(t) = 2 ko (t) ! \ Enerji-Zaman Grafigi
1 \\ ,' E(t)'t
K (t) —_- mVZ \\ / t
2 ~ .’ >
0 — T —»
E(x)
------------------------------------------- E=U+K =1ka?
L. 2
U(x) = > X Enerji-Konum Grafigi
K (x) = E - = (ma?)x? =X

2 X

“A . A > 35



Basit Harmonik Hareket-Toplam Enerji

A
K ’
—0000000000 M *
E(t)= 1 kA?
0 2
Yayin baslangi¢ta denge noktasindan A kadar
uzakta ve ilk hizinin sifir oldugunu diistinelim.
: . 1
Potansiyel enerji: U(t=0)= > kA? U (t) =%ka - % KA® cos™ (@t +¢)
Kinetik enerji: ~ K({t=0)=0 V(t =0) =—a,Asin(a,t) =0

Gortldigu gibi toplam enerji E,
t=0 potansiyel enerjiye esittir:

E(t=0)=U + =%kA2

x=0 noktasindaki kinetik enerji:
K(X:O)ZE—E(mG) )XZZEkAZ 36



Kinetik Enerjinin Konuma Bagliligi

X(t)
k
—0000000000 0 |~
o A
K(X)
————————————————————————————————— - E=U+K
K(x):E—%(mwj)x2
—A A
Kinetik Enerji-Konum Grafigi
K(X)-X

2=£:>ma)2=k EzlkAzzlmC()jA2
2 2

1
K (X) = = mv?
(x) >

Hizin konuma baglilig1 nasildir?
X(t) = Acos(a,t + ¢@)

a(t) =—a’ Acos(at + @) = -’ X(t)
dv dv dx dv
=—=a= =V
dt dx dt dx

vdv = adx = jvdv = I (—w’x)dx

a

1 1

V| =-Z@’X

2 |, 2 A
VeV =@ A° — ' X°
2 2702 2,2
V=) A" — @) X V,=0

K(X) = E—%(ma)ﬁ)x2 37



Yaylarin Degisik Baglantilar:

Rl RZ X=X +X,
F=F=F,
E=E +E,

1 —

1 1
=—+— +R,
R ] R esdeger Rl _
e i ’ esdeger _ k1 + k2
X = Xl = X2 _* + =
F= Fl + F2 esdeger 1 2
l * E=E+E,
— =—=C
1 2 L Kk,
l C b -
Cesdeger = Cl + C2 Cesdeger N E C_ k2

g+———k X+kx = F =—(k +k,) F[k—+k—jm<xl+xz>(—l+k—lzjl38



Odev-7: Kiitle yay sistemi diisey konumda olmas1 durumunda
hareket denklemin elde ediniz.

gk

Yo

39



