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Sonumliu Harmonik Hareket (SHH)
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Soniimli Harmonik Hareket (SHH)

Strtiinmenin oldugu bir ortamda yatay diizlemde bir yaya bagli m
kiitlesinin hareketini inceleyelim

K m

w1101
1 N OF, =0

F=-kx B8 — F=-bv > F =0

mg
X, Fy:—mg+N:()

Denge Noktasi

v X

Yay kuvvetinin (-kx) yani1 sira ortamin siirtiinmeli (korunumsuz kuvvet) ve
stirtinme kuvvetinin F=-bv seklinde hizla orantili oldugunu diistinelim.
3



Sonumliu Harmonik Hareket(SHH)-Strtinme Kuvveti
Yaya bagli m kiitlesine eden kuvvetler

K m —_ .
_ro‘o‘o‘o'o‘o'o'o‘o'o‘\_. Bildigimiz diger siirtiinme Kuvveti
|:surtijnme =-N Hs =—Mg L4
formu. Burada siirtiinme kuvveti N
ya kuvvetin biiyiikliigi ile orantilidir.

v X

~EE . F=by

R X b sabiti, hizla orantili
Ax siirtiinme kuvveti katsayisidir
ve soniim sabiti olarak
o Xo adlandirilir. Boyutu [M/T] dir.
Stirtiinme kuvvetinin (F,) hizla (v)
orantili oldugunu diisiinelim. dx
|:sUrtiJnme =—bv=-b _t
Stirtiinme kuvveti hareket yoniine ters
yonde etki eder ve korunumsuzdur. b: Soniim sabiti



Hareket Denklemini Tiiretmeden Once. ..

K m

DO

v X

F =—bv=—b%

surttinme
dt

~EE . F=by

X

—

AX

Xo

Hareketin nasil olacagini siirtlinme katsayis1 b ve yay sabiti k belirleyecektir.

Eger Kk, b’den biiyiikse, m kiitlesi bir siire salimim yapacak ama sonunda

durulacaktir.
Eger K, b’den kiiciikse (orana bagli olarak) sistem salmim yapmaya firsat
bulamadan durulacaktir. 5



Sontimlii Harmonik Hareket(SHH)-Hareket Denklemi

m kiitlesinin hareket denklemini bulabilirsek x(t), cisme ait biitlin bilgileri
edinmis oluruz.

-kx= Fyay'_ i
k -_— FS: _bV FsUrtUnme =—bv=-b—
d
—0000000000 1
Fyay kuvveti konum, Xq
Foirinme KUVVetl 1se hiza ters
yondedir |:net = I:yay + |:surtl'jlnme
d*x dx
Fo =mMa=m—r-=-kx—-b—
dt dt
B - d®x _dx
m kiitlesinin hareket denklemi: [T F +b d_ +kx=0
t t

Bu, iIkinci dereceden (2 kez tiirev iceren), dogrusal (tiirevli terimin karesi
yok), homojen (esitligin sag tarafi sifir) diferansiyel denklem-dir. 6



Sonumliu Harmonik Hareket-Hareket Denklemi

d*x  dx - |
m——+b—+kx=0 Sontimli Harmonik Hareket

2 Denklemi
dt dt
Her tarafi m’e bolersek: : :
5 Bu diferansiyel
d“x b ) dx K denklemin ¢oziimii
TR ool X=0 ' BHH'de oldugu gibi
oga ¢1sa onum : -2 .
Frekans Katsayisi m m basit degﬂdlr!
2
° m m "0 + 7/ — + C()O X= O
dt dt
A ve s bilinmeyen niceliklerdir. s, 6nerilen ¢oziimii
Coziim Onerisi: X(t) — AeSt dife(ansiyel denklemde yerine yazarak elde edilen
esitlikten; A ise baslangi¢ kosullarinin yardima ile
bulunabilir.

(SZ+7/S+a)§)AeSt =0

Aest sifir olamayacagi icin) . _
( yacagli¢in) Ikinci dereceden cebirsel

Diferansiyel denklemi cebirsel 2 2 0 denklem. ki kok vardir ve
denkleme doniistiirmiis oluyoruz. S + 4 S+ C()O — kokler gercek veya karma§71k

savi1 olabilir.



Sonumli Harmonik Hareket-Coziimler

S+ ys+af =0 as”+bs+c=0
. s //27;—40)3 S, = b+ :;—4ac ot
Sl,z_zyi\/ gj - wzi@ b? < dac

:_uv/@z o (1) = Ae*

2 2
. J
o, = |o —2— =,/ —| -l=io, [1-| =— Y Xt:e_at [ t
R R At a o ®=
> x(t) =e™ =cosat +isinat
—atio )t
| X(t) = Aet i) <
o, =, L[L] a=Her zaman gercek (ve negatif); WY
T T 20, o=Slrtiinme katsayisi b ve yay sabiti k’nin
biiytikliiklerine baglh olarak: (1) gercek,
Agisal frekans Agisal frekans (2) karmasik veya (3) sifir olabilir. 8

(SHH) (BHH)



Sonimli Harmonik Hareket-Coziimler

S, =~

v Ve o, degerlerine bagh olarak olas1 lic durum s6zkonusu:

X

1. DUrUM:  y<20,= o, =7 —4a? <0 X(t) = AeL N L !

Hafif Soniim (Underdamping)
X

2.Durum:  7=20,=w, =y 4ot =0 X(t)=Ae""

Kritik Soniim (Critical Damping) X

3. DUrUM:  7>20, = o, =7 —4a2 >0 X(t) = Aplotedt

Asirt Sontim (Overdamping)



Durum-1: Hafif Sonliim (Underdamping

2
y <20, = o, =negatif | s, = —gi \/(Vj — )

2

L Y J \ Y }

a 0,
Odev-1: _ An(—atioNt S, =—atio,
Coziimiin gercek olabilmesi X(t) = Ae
icin C,=C;* oldugunu P o
gosteriniz. X(t) = Cle( i) +C26( i) _

_ _ C,=Ce"
X(t) P (Clemost n Cze—ua)st) C -C—Ce™

X(t) — e—;//Zt (Ce+ia)ste+i¢ n Ce—ia)ste—iqﬁ)

X(t) _ Ce—y/Zt (e+i(a)st+¢) n e—i(a)st+¢))

A ve ¢ baslangi _ _
kosulibarmsdangbglunur. X(t) =2Ce 7% cos (a)st +¢ ) = Ae7"* cos (a)st +¢ ) A=2C

@, = wo«\/l—(z—z,ojz x(t) = Ae""? cos(mt + ¢) 10




Durum-1: Hafif Sontim (Underdamping)

_(Z} A ve ¢ baslangic
X(t) = Ae **/ cos (a)st + ¢) kosullarindan bulunur.

2
W, = O, 1—( Y j
20,

/4

X(t) = Ae_(th cos(at+¢)
X(t)

Durum-1: Hafif Soniim (Sontimli

A salinim)
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m kiitlesi denge noktasi etrafinda o acgisal frekansi ile (soniim katsayisi (b) yay sabitinden (k)

kiictik oldugu i¢in) salinim hareketi yapar. Hareketin genligi (A) zamana bagli olarak azalir.
Genligin sifira diistiigii zaman igersinde frekansin biiytlikliigiine bagli olarak birka¢ kez salinim

hareketi yapmis olur. t —oo genlik sifira ulasinca hareket durur. 1



Sontimiin ¢ok kiiciik oldugu durum (y<<m,)

X(t) _ ,A\e(—aiia)S )t

b kK o, =negatif s, =—atio, X(t) = Ae™ cos (a)st + ¢)

2m m
b

X(t) = Ae_(ﬁjt cos(a,t+¢)
+ X(1)

Durum-3: Hafif Soniim
(Sontimlii salinim)
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m kiitlesi denge noktasi etrafinda o acgisal frekansi ile (soniim katsayisi (b) yay sabitinden (k)
kiiclik oldugu i¢in) salinim hareketi yapar. Hareketin genligi (A) zamana bagli olarak azalir.
Genligin sifira diistiigii zaman igersinde frekansin biiytlikliigiine bagli olarak birka¢ kez (Q 12
faktori kadar) salinim hareketi yapmis olur. t —oo genlik sifira ulasinca hareket durur.



Durum-1: Hafif Soniim (Underdamping)-Genlik

SHH’de genlik zamanla azalir. Ne kadar hizli azaldigini belirleyen ise soniim katsayisi (b)’dir.

X(t)

A
/\/\/\/\/V\/ |
-A

X(D)1

X(t) = Acos(a,t +¢)
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/4

X(t) = Ae(Ejt cos(a,t+¢)
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Genlik-Ortalama Omiir

SHH’de genlik zamanla azalir. Ne kadar hizli azaldigini belirleyen ise soniim katsayisi (b)’dir.

X(t)+ —(th
'i\) X(t) = Ae \°
&
Acce Baslangictaki genligin 1/e
Ale | degerine diismesi i¢in
o t  gecen zaman hareketin
T R g zaman sabitidir (1)
A {3}
) X(t) = Ae
A /4
—=Ae ( j e
€
2
—1= ( jf = 7T=—
Ortalama omur m 2 4

veya hareketin T =

2
zaman sabiti: y b 14




Durum-1: Hafif S6niim (Underdamping)-Periyot

SHH’de acisal frekans, BHH nin agisal frekansindan daha kii¢iiktiir. Soniim katsayisi (b) acisal
frekansin ne kadar kii¢iik oldugunu belirlemektedir. Bunun bir sonucu olarak periyot daha

bityiiktiir.
@, > , y
K
T, <T, X(t) T, @@= (E) X(t) = Acos(a)ot + ¢)

is smaller than the natural frequency,

However, this distinction is generally irrelevant,
because if is large enough to make appreciably
from , then the motion becomes negligible after :
few cycles anyway.

For example, if from by even just then you can
show that this implies that So after just two
cycles (that is, when ! the damping factor equals

/4

A X(t) = Ae_(Ejt cos(at+¢)

15




Durum-1: Hafif Soniim (Underdamping)-Enerji

(7
Odev-2: X(t) = Ae (Zj cos(at+¢)
SHH’de hizin
v(t) =- e_[g)t Z cos(at+4)+m,sin (ot + - Z
O=A (2 (@t+9)+a.sin(af ¢)j v(t) _ox(®) Ae @t (—Zcos(a)st+¢)—a)S Sin(a)st+¢)J
seklinde verildigini dt 2
gosteriniz.
Enerji: E=U+K
1 1
E=2k<*+=mv?

. 2 2
Odev-3:

SHH’de mekanik enerjinin
2ol 7 @, . ) 1 _ 2 . .

E:%mAe (%COS(ZQJSI)+;/7SIH(Za)st)+a)oj E = E mAZE n (% COS(Za)St) + 7/25 sin (2(05’[) + wg]

seklinde verildigini

gosteriniz.

Enerji, frekansi 2w, dir. Bu da bir periyot 16
boyunca enerjinin azalacagini soylemektedir.



Sontimlii Harmonik Hareket-Enerji

o
E = EmAze—ﬂ 7_COs(2a)St)+ Vs sin(2wst)+a)02j
2 4 2

<E>:%mA2e7t (< >+ < >+a)§j

<sinG>=<c0s0>=0

.. 1 1
Enerjinin zaman ortalamasi: <E> = — ma)o2 Ao = Z kA%t k=m&’
Ortalama enerji BHH oldugu gibi genligin karesi ile BHH’de Enerji
orantilidir. SHH’ genlik tistel olarak azalmaktadr. (E)= S

/4

_E _(Ejt _1 2,- _1 2
<E>—2k[Ae J—ZkAeV‘—ZkA(t)

Ortalama enerjinin zamanla degisimi:

@:E(lmze”j =—7(EkA2e7‘j=—7/< E>
dt dt\ 2 2

Ortalama enerji, soniim katsayisi d < E>
oraninda zamanla azalmaktadir. Tdt =77 < E> 17




Durum-2: Asir1 Soniim (Overdamping)

2
S J(gj »

y > 20, = w, = pozitif S,=—catw

S

X(t) = Aele=®)t

,_
—

- —(a—w)t
X(t) = Ae (@)t 4 Belem)
A ve B katsayilar1 baslangi¢ kosullarindan bulunur.

Her 1ki ¢oziim de tstel azalan fonksiyonlar oldugu
i¢in zamanla genlik sifira gider ve hareket durur.

Birinci terim (Ae(@+os)t) daha biiyiik oldugundan daha hizli sifira gider.
t— oo durumunda ikinci terim (Ae(©-9t) daha baskindir.
18



Durum-2: Asir1 Soniim (Overdamping)

X(t) = A @)t 4 Belem®s)t

Durum-2: Asir1 Soniim (Overdamping)
Salinim Yok!

AT

m kiitles1 denge noktasindan A mesafeden harekete baslar; soniim katsayisi (b) yay
sabitinden (k) bliylik oldugu i¢in t —oo hareket durur, kiitle denge noktasinin
otesine ge¢cmez.

Birinci terim daha bliylik oldugundan daha hizli sifira gider. t—

ocodurumunda ikinci terim daha baskindir. 19



Durum-2: Asir1 Sonim (Overdamping)
X(t) = Ag @)t L Be @)

X(t) — X, noktasindan serbest birakma
Xo —— Denge noktasina dogru ilk
hizla atma
v =0 t
v, <0

m kiitlesi denge noktasindan A mesafeden harekete baglar; soniim katsayis1 (b) yay
sabitinden (k) biiylik oldugu i¢in t —oo hareket durur, kiitle denge noktasinin
otesine gegmez.

X(t) = Ae™@ )t L Belee)t = 0

—éze‘[(“”’s)‘(”’sﬂt:>t=— LA
B (20) \ B

20



Durum-3: Kritik Sontim (Critical Damping)

2
!
Salinim Yok!) 31'2:_72/i\/(72/j ot
L )
' v
04 W,
y=20,= w,=0 S, =—C Lzhjaziza)
2m m 2m °
s,=—axl0

Salinim olmaz ve kiitle en hizl
sekilde denge noktas1 ulasir.

X(t)
“ Durum-3: Kritik Sonim

A \ (Salinim Yok!)
t

X(t) = (A+ Bt)e ™

21



Asir1 ve Kritik Sontim

Asir1 ve Kritik soniimde salinim olmaz. Ancak bu 1ki harekte birbirine
benzese de onemli farklilikla vardar.

Kritik soniimde denge noktasina en hizl sekilde ulasir, overshooting
olmaz. (Bnzer sekilde denge noktasindan hareket ettirildiginde de
overshhoting olmaz. Benzer sekilde asir1 Sontimde

X(t

A

Asir1 SOnum X(t) _ Ae—ylt n Be—uzt

/

>

‘ ‘When we want to damp out oscillations, such as in the suspension of a car, we may want the
possibleCritical damping is defined as the condition in which the damping of an oscillator r
its equilibrium position The critically damped system may overshoot the equilibrium position,
. . .o damping is represented by Cun.'c A'in [link]. With lcs§—tha11 critical damp%ng, t.hc system wi.ll T
I < l. and cross over one or more times. Such a system isunderdamped; its displacement is r
ltlk S Onu I I l in [link]represents an overdamped system. As with critical damping, it too may overshc

equilibrium over a longer period of time.
Displacement versus time for a critically damped harmonic oscillator (A) and an overdamped h

oscillator returns to equilibrium at

t Critical damping is often desired, because such a system returns to equilibrium rapidly and r
- a constant force applied to a critically damped system moves the system to a new equilibrium |
— overshooting or oscillating about the new position. For example, when you stand on bathroom

moves to its equilibrium position without oscillating. It would be quite inconvenient if the needle

for a long time before settling. Damping forces can vary greatly in character. Friction, for exam|
assumed in most places in this text). But many damping forces depend on velocity—sometime
proportional to velocity.

A



https://opentextbc.ca/physicstestbook2/chapter/damped-harmonic-motion/#import-auto-id1999732
https://opentextbc.ca/physicstestbook2/chapter/damped-harmonic-motion/#import-auto-id1577776
https://opentextbc.ca/physicstestbook2/chapter/damped-harmonic-motion/#import-auto-id1999732

y <20, = o, = Hafif Sonim

X(t) = AeCHEN > 20,2 0, = Asirt Soniim
y =20, = o, = Kritik S6nim

Durum-2: Asir1 Soniim (Salinim yok!) — x(t)= Ae ™ +Be ™
/ Durum-3: Kritik Soniim (Salinim yok!) X(t) = (A+Bt)e™

Durum-1: Hafif Soniim (Sontimlii salinim)

X(t) = Ae_(gjt cos(at+¢)

23




RLC- Devresi

R

| 7. O\ Enerji (Elektrik) siga iizerinden
. i(t 1 bobine (manyetik) doniisiirken
RLC Devresi L (® — C devrede  bulunan  direng
(korunumsuz) her doniistimde
I’R kadar giiciin
geridonilislimsiiz 1s1ya

ddnﬁstﬁrﬁr.

Kirchhoff Gerilim Yasasi: ( ) +Ri(t) += j (t)dt =

Integralden kurtarmak i¢in dZi(t) _di (t)
. ) . — = | I(t)=0
bir kez daha tiirev alinirsa: dt? dt

dei(t di(t
Her taraf L’ye boliiniirse: (1 ( Lj (0 ( C jl(t) 01 Kotievay siser

dt* dt
. . H+(E)%+(£JX_O
Mekaml;z:iElektnk —(Rj ( 1 jllz dt2 m ) dt m
SN TS
m& L Dogal Agisal Soniim
2: Frekans Katsayisi
(o L déi(t) di(t) : b
C > + Y + a, |(t) 0 W’ =— y=—
b« R dt dt o m m



RLC- Devresi

R
9. ;
I-—"W\N"— d I(Zt)+7/dl(t)+a)§i(t):0
N dt dt :
I(t) — C yz(tj
I _(7} 2
i(t)=1le \* cos(mt+g) o 1_( y j
) ° 20,
:£ 1 ]1’2 | ve ¢ baslangic kosullarindan bulunur.
°\LC

I = Genlik (Devrede dolanan maksimum akim) (Amper)
Devrenin dogal _
salmim (acisal) o= Acisal fr.ekans (rad/s)
frekansi ¢ = Faz sabiti (rad)

I(t)

25



Kalite Faktori-Q (Quality-Factor)

Salinim yapan (asagidaki) sistemleri nasil bir say1 ile
Ifade edebiliriz?

SHH’de genligin azilisin1 veren soniim katsayisi y (veya b) degeri bir fikir
verebilir ama eksik kalir, ¢iinkii bu say1 ile genligin nasil azaldig: bilgisi verilirken
bu siire iginde sistemin kag kez (yay sabiti k’ya bagli olarak) salinim yaptig eksik

kalir.

Kalite Faktori (Q) tanimi, bu iki durumu tek bir say1 ile veren ifadedir.

<O (),
| \LVUVVVVLE.

26



Kalite Faktoru (Q)-Tanim

Kalite faktorti, salinim yapan bir sistemin (genligin, baslangic
degerinin belli bir kesrine diisene kadar) ne kadar salinim
yapacagini 1fade eden bir niceliktir.

Q Tanimu: Q= @ — Yo
y b/m
Q= a)o _(k/r_n)1/2OCE
“b/m  b/m b Odev-lL:

Q-Kalite faktoriiniin boyutsuz

- Boyutsuz bir niceliktir. ollgluguring i

« Kiiglk soniim, biiyiik Q anlamina gelir.
* Her sistem farkl o, ve y degerine sahip oldugu i¢in her sistemin
karakteristik bir Q degeri vardar.

27



Kalite Faktoru (Q)-Tanim

Salinim yapan bir sistem Q kadar salinim yaparsa genligi
baslangi¢ degerinin ne kadarina diiser?

Sistem, Q sayis1 kadar sathmm o, =Q2r=>t, =27 Q
yapincaya kadar gecen siire: 0,
, 21
Sonimiin kiigtik oldugu duruma tQ =2r g =27 0/7/ = Q= D _ D
bakalim: @ = @), W, @, Y y b/m
~ e e
Bu siirede genligin ulastigi deger:  X(t=t,) = Ae = Ae =Ae" = %4
x(t)=Ae7[%jt cos(ayt+¢) X(t) 1
Al (Q salinim)
(2%4)A ................................
R o
Onemli Sonuc: Salinim yapan bir sistem, sistemin kalitesini )8

gosteren Q sayis1 kadar salimim yapinca genligi (%4)’e diiser.




Kalite Faktort (Q)-Sonug

Kalite faktort Q olan bir sistem, Q kadar salinim yapinca
genligl, baslangi¢ degerinin %4 e duser.

Kalite faktorii bilinen bir sistemin agisal frekansi (veya soniim
katsayisi1) biliniyorsa diger parametreleri bulunabilir.

X(t) “

(::%4)A Jl_d0 L1 AL

29



Kalite Faktoru Q-Bazi Sistemlerin Q Degerler

Baz1 Sistemlerin Q Kalite Faktori

Kapi Hidroligi 1/2

Deprem 250-1400
Keman Teli 103
Mikrodalga 10°

Quarz Kristal 106
Atomik Saat 107

Basit Harmonik
Hareket

30



