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Ciftleniml1 Sistemler



Dersin Amaci

Bu derste,
Ciftlenimli salinicilarin hareketleri incelenecek,

Ciftlenmis sistemlerde 6z frekanslar ve 06z
vektorler bulunacak



Derin Alt Basliklan

» Ciftlenimli Kiitle-Yay Sistemi
— Normal Modlar
— Normal Koordinatlar

» (Ciftlenimli Sarkac Sistemi
— Normal Modlar
— Normal Koordinatlar

e Ciftlenimli LC Devresi



m

—»X(t)

Bu sistem tek bir kiitleden olustugu i¢in bir tane salinim frekansi (®,)
vardir ve tek bir serbestlik derecesine (x(t)) sahiptir. m kiitlesi i¢in
hareket denklemt:

d*x(t)
dt*

rofx(®)=0 o5

m kiitlesinin zamana

bagl yerdegistirmesi: X(t) = ACOS(C()Ot + ¢)



Ciftlenimli Salinicilar-1

Siirtlinmesiz yatay diizlemde, bir yayla (k.) birbirine bagl iki kiitle-yay (k; ve
K,) sisteminden olusan ¢iftlenimli bir kiitle-yay sistemini diisiinelim.

kl kc k2
and | 00 e L o L M
— L,

1 Xy

K. yay1 ile birbirine baglanan bu iki kiitle-yay _5
sisteminin (yeni) frekansi nedir? =

X, (1) ve X,(t)‘nin zamana baglilig1 nasildir?
Bu dersin amagi, etkilesim i¢inde olan yukaridaki iki kiitle-yay’dan
olusan sistemin:

« Salimim yaptig1 6zglin agisal frekanslar (6zfrekanslar),
* Her kiitle 1¢in hareket denklemini ve 6zvektorleri
bulmaktir.



Ciftlenimli Salinicilar-2

Siirtlinmesiz yatay diizlemde, yay sabiti ayni olan (k;=k,=k =k) ve kiitleleri ayn1
(m;=m,) 6zel duruma bakalim.

Bu sitemin dogal titresim frekans(lar)1 ne(ler)dir? @ =@, +®,?
, 0=0,-0,"
X, (1) ve X,(t)‘nin zamana baglilig1 nasildir?

Amag, etkilesim i¢inde olan yukaridaki iki kiitle-yaydan olusan
sistemin:

*Salinim yaptig1 6zgiin acisal frekanslarini,
*Her kiitle icin hareket denklemini
bulmaktir.



Ciftleniml1 Salinicilar
Siirtlinmesiz yatay diizlemde, yay sabiti ayn1 olan (k;=k,=k.=Kk) 3 yay ile
kiitleleri ayn1 (m;=m,=m) iki cismiden olusan ¢iftlenimli kiitle-yay sistemini
distinelim.

K Kk K
X4 X,

Bu sistem iki serbestlik derecesine (x; ve X,) sahiptir (iki kiitle oldugu ve her
kiitlenin hareket denklemini yazmamiz gerektigi icin)

Her bir m kiitlesi icin hareket 1. Kiitle i¢in: m5<'1 = —kX1 —k (X1 — X, )
denklemi: N
2. kiitle igin: MK, =—kx, =k (X, — X, )
Bu ifadeler diizenlenirse: m¥, + 2kx, —kx, =0 CiftlenimSIZ sistem:

m¥, +2kx, —kx, =0  mx + kx =0

Bu esitliklerin her birinde hem x,, hem de X, oldugu ve bu durum diger
niceligi de etkilediginden bu sistemlere ciftlenmis sistemler denir.



Ciftleniml1 Salinicilar
Siirtlinmesiz yatay diizlemde, yaysabiti ayn1 olan (k,=k,=k,;=k) 3 yay ile kiitleleri
ayni (m;=m,=m) iki cismiden olusan c¢iftlenimli kiitle-yay sistemini diisiinelim.

k k k
X4 Xy
d°x,
ma1:—kxl—k(xl—xz):>F+2kxl—kx2 =0
d*x,
ma, = —kx, —k(x, —x ) = 0 +2kx, —kx, =0

mx, + 2kx, —kx, =0
mX, + 2kx, —kx, =0

H"er“ta.l.‘af m kiitlesine X, + 2(002 X, — a)f X, =0 V2
boliniirse ve o,=(k/m)/2 3 ) , o, =| —
(dogal agisal frekans) X, +20.X, —a % =0 m
kisaltmas1 kullanilirsa: |

Coziim Onerisi: X (t) = Ae™

X, (t) = Ae



Ciftlenimli Salinicilar

K k K
—> LAY] =iAwe'™ =ioX,
Céziim Sneris “ %2 ddxtl‘t)— -
6ziim Onerisi: - t i
X (t) = Ag X, (t) = A" Alar ve nedlr’?)

K +202% —ax, =0 = —0*Ae'"t +20’ A" —a’Ae =0
X, + 202X, —aix =0 = —*Ae +20° A" —aw A" =0

(20 - ") A~ @A, =0
~} A +(20] - ) A, =0

Bu denklem sistemini

saglayan « sistemin 2 2 2
salimm ézfrekanslarint; 20; — ~ @ A -0
A, ve A, ise sistemin — 2

ozvektorleridir. 0 0 10



Ozfrekans

Ozfrekanslar:

A,=0 ve A,=0’dan farkl
¢Oziimlerin olabilmesi i¢in
gerekli kosul:

—> {ki (dort) kok:

) =

(Za)
“("
(

—_f

X,
~o, |(A
2 2 2 :O
o, — A,
2a)2_ 2]20
) ~w, =0

Iki 6zdurum (6zfrekans) vardir:
sistem bu iki oz frekanstan biri
ile salimim yapar

11



Birinci kok (Ozfrekans) Oz Vektorler
—a)fA1+(2a)§ - 2)A2 -0

(Za)oz—a)f —; j(ﬁjzoz{wf —a)jj(Alj:O
—o, 20, -o; )\ A -0, o \ A

A —aiA=0= A=A

Coziimler: X, (t) = Aelt 1 Ba it

/A& = A2 = A X2 (t) _ Aeia)ot 4 Be—ia)ot

X (t) = Ae'™ + Ae™™ = x,(t) = Acos(a,t +¢)

X, (t) = Ae'™ + Ae™*' = X, (t) = Acos(w,t +6) .



Oz Vektorler
(20 —*) A —wlA, =0

-afA + (20 -0 A, =0

20 -3} ol (A)_o (-0l o

2 2 2
—, 20, —3w; - -

Ikinci Kok (Ozfrekans)
@, = i\/§w0

DA+l A =0 = A =-A

(‘ﬁwo) —i \ﬁwot

A=A x(t)=Ae"") +Be

BETA (1) = —Ae'C) 4 Be B

X,(t) = Blei(ﬁ“’")t + Bze_i(’ﬁ“"))t = x (1) = Acos(ﬁa)ot + ¢)

X2 (t) = Clei(\ﬁa)o)t +C2e_i(’\ﬁa’o)t — X2 (t) — B COS(’\Ea)Ot + 9) 13



Oz Vektorler
u,(0), u,(0), du,(0)/dt ve du,(0)/dt
baslangic kosullarindan A4, A,,

2 2 .
— ) A — A = O — A = A ¢, Ve ¢, parametreleri
@, = W, 0 0 bulunabilir

=«Ea)o W, A+ A =0=>A =—A

Bu ¢6ziimlerden her biri normal veya karakteristik salmim modudur. Sistem
cok Ozel baslangic kosullarinda bu modlardan sadece biri ile salinim yapar,
ama en genel durumda bunlarin karissmindan olusan bir hareket yapar. Genel
¢Oziim iKi ¢oziimiin dogrusal (lineer) bilesimlerinden olusur:

X, (t) = Ae™ + Be' X (t) = Ag + el &)
X, (t) = Ae'" —Be'™! X, (t) = Aet — e

X (1) = A cos(at + ¢ )+ A, cos(a,t +¢,)
Xy (t) — Ai COS(wlt + ¢1) - Az COS(a)zt + ¢2)

A% — y 4 x Sistem 1. modda (normal mod)
A Kt % titresiyorsa B=0, x;+x,=0

(3ot _ 2. modda titresiyorsa A=0, X;-X,=0

2Ae =X, — X,
Bunlar1 normalize edersek matrisi olusturarak dik vektorler (6z vektorler) elde, ,
edilir!



Oz Vektorler

2 2
) = Q) A — Q) A == — u,(0), u,(0), du,(0)/dt ve du,(0)/dt
1 0 a)o 0 O A& AZ baslangi¢ kosullarindan A4, A,,

@y, Ve ¢, parametreleri

0, =Fw,  EA+QA=0=A=-A S
X, (t) = A cos(m,t+¢)+ A, cos(ﬁa)ot +¢,)
X,(t) = A cos(a,t+¢)— A, cos(ﬁwot +¢,)
iki 6z fonksiyon (6z vektor ) oldugu icin genel ¢oziimler:
U =A+A,
U, =A - A

Iki 6z fonksiyon (6z vektdr ) oldugu icin genel ¢oziimler:

1
U, :%(Ai_'—AZ)
1
U2=%(A1—A2) 15



1
ulzﬁ(p‘ﬁ"a‘z)

u, normal
koordimati o,
frekansina
kars1 gelir ve
sistem o, ile
salinim yapar.

Normal Modlar ve Koordinatlar

16



1
U, :%(A&_Az)

u, normal
koordmati 3w,
frekansina
kars1 gelir ve
sistem 3o, ile
salinim yapar.

Normal Modlar

17



Normal Koordinatlar

2 2 L .
0 a)o Al o a)o AZ T O — Aﬁ o AZ u,(0), u,(0), du,(0)/dt ve du,(0)/d!
baslangi¢ kosullarindan A4, A,,

)
w, = \Ea)o a)sAi -+ a)jAZ 0= A& — —A2 &, Ve ¢, parametreleri

bulunabilir.
u,(t) = A cos(o,t +¢,) + A, cos(ﬁa)ot +¢,)
U, () = A COS(@,t + ) — A, COS(V3w,t +¢,)
Iki 6z fonksiyon (6z vektdr ) oldugu icin genel ¢oziimler:
U =A+A
u, =A-A
Iki 6z fonksiyon (6z vektdr ) oldugu icin genel ¢oziimler:
1
u =—=(A +
=5 AR

1
U, :%(A&_Az)

Bu titresimlerden sadece birini gdzlemek istersek baslangi¢ kosullarin1 ona gore ayarlamamiz
gerekecek diger tiirlii @, ve , nin karistmindan olusan bir hareket gozlenir. 0 baslangic18
yerdegistirme sifir, esit ve ters yonlii ilk hiz durumunda sadece 2. modu gozleyecegiz.

W, =



Ciftlenmis Sarkac
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Basit Sarkac-Hatirlatma

Sarkacin hareket denklemini bulabilirsek O(t), cisme ait biitiin bilgileri edinmis
oluruz.

0 | 0 |
__________ ‘m ’m
0, 0,
d®o(t
o.=( 1] dtz( ) 020(t) =0

A(t) = Acos(aw,t + ¢)

20



Ciftlenmis Sarkac-1

21



Ciftlenmis Sarkac-1

sin@ =@

F. =-mgsind=-mgéd =-mg (Iij

F=-mgéd

d*x mg
dtzl ——I—xl+k(x2 =29
d*x, mg 22




Ciftlenmis Sarkac-2

sin@ =@

F. =-mgsind=-mgéd =-mg (Iij

F=-mgéd

23



Ciftlenmis Sarkag-3

d2X1 g Kk k

9. % Xy —0
dt’ (| +mjxl .y
2
: )§2+(g+£sz_le:O
dt | m -

X, V& X, 1fadest her iki esitligin i¢inde oldugu i¢in ¢iftlenimli oldugunu
sOyleyebiliriz.

(Cozim Onerist: X, = Aieia)t
X2 — Azeia)t
g k 2 K
2L 0 kg
K | mj @ }Ai ~ 5

24



Coziim Onerisi: { (

K

Ciftlenmis Sarkac-4

k
m

__Ai_

det

%+—j—a)z]ﬂﬁ—%A2 =0

S (e

25



Normal Mod-1

) ‘ — —

O, =0,(v=wm) 0, o2 0, 0,

B0 D- T - T

0,=6,+0 Ax=0 Ax=0
6,=0,=0

Bu titresimlerden sadece birini gozlemek istersek baslangi¢ kosullarini ona gore
ayarlamamiz gerekecek diger tiirlii ®; Ve ®, nin karisimindan olusan bir hareket
gozlenir.

0 baslangic acilari esit ve ayn1 yonlii 1se sadece 1. modu gozleriz.

26



Normal Mod-2

Bu titresimlerden sadece birini gozlemek istersek baslangic kosullarini ona gore

ayarlamamiz gerekecek diger tirli m; Ve ®,’nin karisimindan olusan bir hareket
gozleriz.

0 baslangi¢ yerdegistirmesi esit ve ters yonlii ve ilk hiz durumunda sadece 2. modu
gozleriz.

27



Normal Mod-3

O, =0,(v=wm) 1 o2 0, 0,
O =6
6-0, %0 D-Tw-® ST
G =d =0 Ax=0 Ax=0
1— U =
6, #0;0, %0
1,240 9 1 :_‘92
? mg \ |
®1:_®2(a):a)2) » -
1 0, 0, 0,
1= _92
ES R e 1y T T T T R ol B

6, =0,
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