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Kisith optimizasyonu 2 farkli durum icin inceleyecegiz:

m Esitlik Kisitlari Altinda Optimizasyon: Lagrange Yontemi

m Esitsizlik Kisitlari Altinda Optimizasyon:
Karush-Kuhn-Tucker Yontemi



Kisith Optimizasyon: Esitlik Kisitlari Altinda

Optimizasyon

L Yo i
Matematik | agrange Yontemi

]
Doc. Dr max f(x1, ..y X i=1,.. n
Tiirkmen Ko en Xn \L\J T —~
. . . amag fonksiyonu degisken sayisi
secim degiskenleri
Kisith subject to gJ(xl,...,x,,):bj, ji=1.., m
Optimizasyon ) v
kisit fonksiyonlari Isit sayist
[
m .
L(X15 eves Xni ALy ooy Am) = (X1, -0, Xn) + Aj [bj — & (x1, s xn)]
j=1 ~~
Lagrange Fonksiyonu Lagrange Carpanlari

= l.mertebe kosullar:

- OL(X1, ooy Xpi ALy ooy Am) _ Of(x1, ...y Xn) _ m )\'ng(xl,“.,xn) o
Ox; Ox; = J dy;
Vi=1,..,n
n
6L(x1,...,>;,),\j1,-~-7>\m) = b (1, k) = O
Vi=1,...,m

= n -+ m denklem sistemi ¢éziilerek x{", ..., x), AT, ..., A, degerleri bulunur.
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Lagrange Carpani:

m  Lagrange garpaninin yorumu: Sabitteki yani b degerindeki 1 birimlik artisin Lagrange fonksiyonunda
ne kadarlik bir degisim yarattigini ifade eder.

m Kisitlar esitlik halinde oldugu icin Lagrange ¢arpanlari sifirdan biiyiik olacaktir.
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Matematik | Kisith Optimizasyon igin ikinci Mertebe Kosullar::

Dog. Dr m Citlenmis Hessian (m kisit, n degisken):
Tiirkmen ®  Heitlenmis Matrisi (m + n)x(m + n) boyutunda olup asagidaki gibi tanimhdir:
0 0 ogt og! ogt
e B % e Dxn
Kisith
Optimizasyon . . . . . e .
0 0 ogm og™ agm
e EE) % e Dxn
o Hovermi] = | 28 ag™ oL 821 821
citlenmis g a D 0Ox)  OxOx T Dx0xn
og ogm 22L 2L 22L
o T ox Dxy0x;  Oxdxy T Oxpdxn
ogt agm 2L 221 22L
Axp e Axp OxpOx1 AxpOxo o AxpOxn

= 0 matrisinin boyutu (mxm)’dir (m: kisit sayisi).

2
= Simdi de [Hy]'yi tanimlayalim. Tiim "sifirlar” icerecek ve son ana diyagonal elemani ﬁ olan
matristir.

2
, . A "o . 821 ..
m [H3]'te yine tiim "sifirlar” icerecek ve son ana diyagonal elemani Tx30% olan matristir.

m Yani [Hp]'ye bir satir ve siitun ilave edilmistir.
m [Ha], ..., [Hn] benzer sekilde ifade edilebilir.

= Hn = Hcitienmis olur.
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Obtinizesyey Kisith Optimizasyon icin ikinci Mertebe Kosullari:

n Ozetle:

= Kisit sayisi "m" tek sayi ise maksimum i¢in [Hpy1| > 0, |[Hmi2| < 0, |[Hpi3| > 0, ... olmahdir.
= Kisit sayisi "m" ¢ift sayi ise maksimum igin |Hp11| < 0, |[Hpmy2| > 0, |[Hpy3| < O, ... olmalidir.
= Kisit sayisi "m" tek sayi ise minimum icin |Hp1 1] < 0, |[Hpmy2| < 0, |[Hpmy3| < 0, ... olmaldir.
m Kisit sayist "m" ¢ift sayi ise minimum i¢in |Hpy1| > 0, |[Hpio| > 0, [Hpg3| > 0, ... olmahdir.
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Kisith Optimizasyon: Esitlik Kisitlari Altinda

Optimizasyon

ikinci Mertebe Kosulu igin Ornek:

Bir tiiketici x ve y mallarinin tiiketiminden fayda saglamaktadir ve fayda fonksiyonu asagidaki
U(x,y) = xy + x + y + 1 fonksiyonu ile gosterilmistir:

x = x mali miktari, y = y mali miktari.

x malinin fiyati 1, y malinin fiyati 2, gelir de 30 olsun.

maxU(x,y) =xy + x+y+1
X,y

s.t
x4+ 2y =30

Lagrange fonksiyonu:
Lix,y, \) =xy + x+y + 1+ X(30 — x — 2y)

1. mertebe kosullari:
Ly:y+1—-X=0
Ly :x+1-2Xx=0
Ly:x+2y—30=0

Bu denklem sisteminin ¢oziimii sonrasi x* = 31/2, y™* = 29/4, \* = 33 /4 degerlerine ulasilir.
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Tiirkmen
m 2. mertebe kosullari igin ¢itlenmis Hessian matrisini yazarsak:

1 1
Kisith 01 8 & 0o 1 2
Optimizasyon g)i Lyx Lyy = 10 1
g, Lyx Ly, 2 1 0
m Testicin |Hmi1l, |[Hme2|, .-+, |Hn|'ne bakmamiz gerekir. Bu 6rnekte m = 1 ve n = 2 oldugundan
sadece |Hy|'ye bakacagiz.
n

0 1 2
H]=[ 1 o 1
2 1 0
m |Hy| =4 > 0dr.

m Kisit sayisi "m = 1" tek sayi oldugundan maksimum igin
[Hmi1l > 0, |Hmya| < 0, [Hmiz| > 0, ... olmalidir.

m Bu 6rnekte |Hpyy1| = |Hz2| > 0 oldugundan bu kosul saglanmistir.
m Bu 6rnek icin |H3|, |Hygl, ... degerleri tammli degildir.
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Doc. Dr Statik Optimizasyon Ornekleri

Tirkmen .
‘ = Ornek 1: Tiiketim ve Bos Zaman Kararlan

m Bir tiiketicinin tiiketim (c) ve bos zamandan (l) fayda sagladigini varsayalim.

Kisith = Tiiketicinin toplam 1 birim zamani olsun. Bu zamani bos zaman (1) ve calismaya (1-1) ayirmaktadir.
iRy m  Calgilan birim zaman basina kazanilan licret w olarak ifade edilmektedir.

m  Tiiketim malinin fiyati 1 olsun.

m Tiiketicinin fayda fonksiyonu a log(c) + o log(/) seklindedir. Burada a¢, oy > 0.

m  Bu durumda problemi su sekilde yazabiliriz:
max are log(c) + a log(/)
=
c<w(l-—1)

m Fayda fonksiyonu c'de kesin artan oldugu igin kisiti esitlik halinde yazabiliriz:

c=w(l-1)
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TG ’n Ornek 1 Devamu: Tiiketim ve Bos Zaman Kararlan

m Lagrange fonksiyonu:
L = aclog(c) + aylog(l) + A(w(l — 1) — ¢)
Kisith
Optimizasyon
m FOC wrt.cac/c=X
m FOC wrt o/l = Aw
m FOC wrt A:w(l—1/)=c

m ik iki kosuldan
B Iwae

elde edilir.

m Bu sonucu biitce kisitinda yani ¢ = w(1 — /) denkleminde kullanir ve / icin ¢cozersek:

— od]
= aga
m | degerini parametreler cinsinden ifade ettikten sonra bu degeri ¢ = IWQD;C denkleminde yerine

yazarak c degerini de parametreler cinsinden elde edebiliriz.
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Matematik | Ornek 2: CES Fayda Fonksiyonu icin (2 malli durum: x; ve x,) Talep Fonksiyonunun Elde Edilmesi

m CES: Sabit ikame Esnekligi (Constant Elasticity of Substitution)

]
0—1 0—1\ p=1
max U(xi, x2) = | x o + X, o

X15X2
Kisith

Optimizasyon
p1x1 + p2x2 =y

m 0 > 1: iki mal arasindaki ikame orani. 6 arttikga ikame orani artiyor. 6 —3 oo Tam ikame.

p= % dersek:

L]
L]
1
L=(x +x§)P + Ay — prx1 — p2x2)
m FOCs:
" 1
oL 1 1_4 _
P C ) L Y
X1 p
L] a 1
L 1 1 _
6—:—(x{’+x2p)9 pxzp 1:>\p2
x2 P
L]
oL

—T Y =Pt pexe
o2
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m Ik iki birinci sira kosulunu denklemi birbirine oranlarsak:
L]
<X1 ) Pl py
x2 P2
Kisith

1
Optimizasyon = (ﬂ) =T
P2

m Buradan,

m Bu sonucu 3. kosulda yani biit¢e kisitinda y = p1x; + paxp yerine yazarsak:

1
pL\ =1
y=np (*)” X2 + paxa

m xp igin ¢ozersek:

u
y
Xp=
Ll) p—1
P2+ p1 (Pz
m  Diizenlersek ve ﬁ =1—0ve ﬁ = —0 esitligini kullanirsak:
u
o0
2
Xp=y—F%
1—6 1—6
Py + P

—0
. p.
m  Benzer sekilde: x; = yﬁ olur.
1 TP




Matematik |

Doc. Dr
Tiirkmen

Kisith
Optimizasyon

Kisith Optimizasyon: Esitlik Kisitlari Altinda

Optimizasyon

Ornek 3: CES Fayda Fonksiyonu icin (sonsuz malli durum) Talep Fonksiyonunun Elde Edilmesi

Bu durum " Dixit-Stiglitz talep fonksiyonu” olarak da adlandirilir.
2]
1 6—1 -1
max (/ x(i)~ @ di> o=t
x() \Jo

[ poxtirai =y
0

s.t.

[0, 1] araliginda sonsuz mal var (continuum of goods).

i € [0, 1] her bir mali, x(i) i mali miktarini, p(i) i malinin fiyatini ve y geliri gdstermektedir.
Cesitlilik Zevki (Taste of Variety): Mallarin tiiketim miktari yani sira farkli mal tiiketiminden de fayda
saglaniyor.

6 > 1 : Mallar arasindaki ikame orani. Tiim mallar igin aynidir. € arttikga ikame orani artiyor. 6 —
oo Tam ikame.

p= % dersek,

L= ([ o) N (v [ somcira)

F.O.C. (Herhangi bir i malina gore tiirev alalim):

aL 1 1
ot % ([ xra) o= = 2ot

oL Lo
o :y:/0 p(i)x(i)di
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= Birinci sira kosulunu herhangi iki mal icin (a ve b) birbirine oranlayalim:
p—1

<x(a))  pla)

x(b) p(b)

1
(@) P-T
)= (m) “®

m Simdi yukanidaki ifadenin her iki yanini p(a) ifadesi ile carpalim:

Kisith

. m Buradan
Optimizasyon

P 1

x(a)p(a) = p(a) P~ L x(b)p(b) T=7

= Simdi de bu ifadenin her iki tarafinin [0, 1] arahiginda a iizerinden integralini alahm:

" 1 L
[ x@pta)ds = / p(a) 7T da x(b)p(b) =7
0 0
[ ] fO a)da =y esitligini kullanirsak:

y=/ 7T da x(b)p(b) TP

m Burada Ll =1—0ve % = 0 esitliklerini kullanirsak:
p— —p
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Kisith Optimizasyon: Esitlik Kisitlari Altinda
Optimizasyon

Ornek 3 Devani

= " p(a) " da x(b)p()’

1
(g p(a)lfeda)< ) ifadesini ekonomideki toplulastinimis bir fiyat endeksi (P) gibi
tanimlayabiliriz.
Yani, P bir ekonomideki tiim mallarin fiyatlarindan olusan genel fiyat endeksi olarak diisiiniilebilir.

Bu durumda o o
y = P x(b)p(b)

Son olarak ifadeyi x(b) icin ¢ozelim. Bu ¢oziimiin herhangi bir mal i¢in oldugunu bildigimizden bu
sonucu genelleyerek x(i) ifadesini su sekilde yazabiliriz:

. p(i)~°
x(i) = Yﬂ
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Ornek 3 Devami

Kisith )’
Optimizasyon X(I) = -ypllgll)f@

m Bu sonucu yorumlarsak (6 > 1) varsayimi altinda diger
degiskenler sabitken:

m Gelirin yani y'nin artmasi, i mahnin talebini x(i) artirr.
m Malin kendi fiyatinin p(i) artmasi, i malinin talebini x(/) azaltir.

m Ekonomideki genel fiyat diizeyinin (P) artmasi , i malinin
talebini x(7) artinr, ¢iinkii i malinin goreli fiyati diser.
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Kisith Optimizasyon: Esitlik Kisitlari Altinda

Optimizasyon

Ornek 4: Quasi-linear Fayda Fonksiyonu icin Talep Fonksiyonunun Elde Edilmesi

iki mal oldugunu diisiinelim: ¢1 ve cp.

Fayda fonksiyonu ise su sekilde olsun:

max U(cy, @) = f(c1) + &
€1,€2

s.t.
pic1 + pacy = w

Burada f’(c1) > 0 ve f'/(c1) < 0 yani f fonksiyonu kesin konkavdir (marjinal fayda azalan). c; ise
dogrusal bir sekilde fayda fonksiyonuna dahil oldugu icin (marjinal fayda sabit) U fonksiyonu
quasi-linear adini alir.

Bu problemin ¢éziimii i¢in Lagrange fonksiyonunu yazalim:

L(cr, 2, A) = f(c1) + @ + AMw — pre1 — p2c2)

c1 ve ¢ igin sirasi ile FOC:

ci'e gore: f'(c1) — App =0

cp'ye gore: 1 — App = 0 yani A = 1/p; olur.

Daha sonra bu ifadeyi f’(cl) — Ap1 = 0 denkleminde yerine yazarsak:

f’(q) — p1/p2 = 0 sonucu elde edilir.

Buradaki dikkat cekici sonug¢ ¢; ifadesinin w'dan yani gelirden bagimsiz olmasidir.

c1 malinin optimal tiiketimi saglandiktan sonra gelir ne kadar artarsa artsin bu gelir artisi sadece 2.

w— c
;;1 1

malin tiiketimi icin kullanilmaktadir. Yani ¢ = olarak hesaplanabilir.
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m f(x; a) gibi bir fonksiyonda x = (xi, ..., x,) n degiskenli bir
vektor ve a bir parametre olsun.

Kt m g1(x; a), ..., 8m(x; @) fonksiyonlari da m tane kisiti gostersin.

Optimizasyon

m x*(a) degeri de optimal nokta olsun (min ya da max).

m Bu durumda

of(x*(a);a) <8L>
da 92 ) sy (a) A=A+ (a)

m Cinkl a parametresinin x, y ve X\ degiskenleri lizerinde
yaratacagi etki f(x*(a); a) fonksiyonu maksimumda
degerlendirildigi icin sifirdir.

m Dolayisiyla a parametresi dolayl yoldan L fonksiyonunu
etkilemez, sadece direkt olarak L'yi etkiler.
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max f(x, y;a) = x + 3y
X,y
Tiirkmen

glx,yia)=x" +ay’ =10
Kisith

Optimizasyon .

m Soru: a arttik¢a f'in optimal degeri nasil degisir? Yani 2 5

L:x+3y+A[10—x2—ay2]

OF(x*(2).y" (a):a) _ (ﬂ) M <o
da 03/ x=x*(a),y=y*(a), A\=2*(a)

A ve y2 alternatif tiim degerleri igin pozitiftir.
= Sonug olarak a'nin artmasi f'in optimal degerini azaltmaktadir (Kisit esitlik halinde oldugu icin
A > 0).
m Onemli Not:Genel bir Lagrange fonksiyonunda b sabiti ile L degerinin nasil degistigini zarf teoremini

kullanarak bulabiliriz:
()
g — A
Ob J x=x* ,A=x*

m Bu bir fayda fonksiyonu 6rnegi olsa idi b yani gelirdeki 1 birim artisin optimal fayda diizeyini
Lagrange ¢arpani degeri kadar artiracagini gostermis olduk.
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= Birincil problem (fayda maksimizasyonu):

Doc. Dr
Tiirkr -
max U(x, y)
Kisith a st

Optimizasyon pxX + pyy =M

m probleminde U* optimal deger ve \ ilgili problemin Lagrange garpani olsun.

= Bu problemin ikincil problemini (harcama (E) minimizasyonu) su sekilde yazabiliriz:

T'}' E = pxx + pyy

s

Ulx,y) =U

m 4 ilgili problemin Lagrange ¢arpani olsun.

m Bu durumda optimal x ve y degeleri her iki problemde de esit olur. Lagrange ¢arpanlari ise birbirinin
tersi olur:
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Esitlik kisitlar altinda optimizasyonu inceledik.
Simdi de

m Esitsizlik Kisitlan Altinda Optimizasyon:
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) Yontemini

inceleyecegiz.
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max

i=1,.. n
~~

kisit sayisi degisken sayisi

Esitsizlik Kisitlari Altinda Optimizasyon: Karush-Kuhn-Tucker Y6ntemi

X]s---sXn

gilx, .-

m Bircok iktisadi modelde gj(x1, ..., xn) < b; (j = 1, ..., m) seklinde esitsizlik kisitlari vardir (m tane).
m  Karush-Kuhn-Tucker Yontemi (KKT) (maksimizasyon problemi ve < durumunda):

F(X15 - Xn)

5 %n) < bj
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KKT Yontemi icin Kosullar:
m Lagrange fonksiyonu su sekilde olur:

Kisith

Optimizasyon

m
L(X1s ooy Xpi A1y ooy Am) = F(X1, ooy Xn) + ij[bj — gj(xl, <y xn)]
Jj=t

m Kosullar:
" %:OVI—:L”.,H.

m gi(x1, ..., xn) < by
[ Aj > 0.

N —r
)\j>0:>TIgiIi kisitin esitlik halinde oldugunu gosterir

m Ajlgi(xty oy xn) = bl =0Vji=1,...,m.
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Optimizasyon

2 ¥ \jlgj(x1, .-, xn) — bj] = 0 kisitinda ya \; = 0 ya gj(x1, ..., xn) = bj esitligi ya da ug bir durumda
her ikisi de saglanabilir.

Minimizasyon probleminde amag fonksiyonu f, - ile carpilarak maksimizsayon probleminde anlatilan
tiim islemler uygulanabilir. (min f= max - f oldugundan)

> kisitlarinda ise kisit -1 ile ¢arpilarak < durumuna getirilir ve anlatilan tiim islemler aynen
uygulanabilir.

n KKT ydntemi bazen 1'den fazla durum igin gegerli sonuglar verebilir. Bu durumda elde edilen
sonuglar amag¢ fonksiyonunda yerine konurak hangi degerlerin daha biiyiik veya daha kiigiik sonug
verdigi tespit edilerek nihai sonuca ulasilir.



Kisitli Optimizasyon
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Doc. Dr ® max, —(x — 2)? (konkav bir fonksiyon)

Tiirkmen m st.x>1(yada —x < —1)

L=—(x—22+A(-1—(—x))
Kisith

Optimizasyon

m KKT kosullari soyle ifade edilir:

Ly:=2(x—2)+ A =0.
—x < —1.
A>0.
B A(—x—(~1))=0.
w iki durum olabilir: A = 0 ya da A > 0.
m ilk durum olursa (yani A = 0) 1. kosuldan x = 2 olur.
m x = 2 iken 4. kosula gore A = 0 olmalidir.
m Bu 2 bilgiye gdre ¢dziim (x™, A\*) = (2, 0) olur.
m ikinci durum yani A > 0 durumu (4. kosuldan) x = 1 oldugunu ifade eder.

m x = 1 bilgisi ve 1. kosula gére A = —2 olur ve 3. kosulla ile ilgili bir celiski olustugundan bu durum
sonug¢ olamaz.

= Dolayisiyla ¢éziim kiimesi (x*, A*) = (2, 0) olur.
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Doc. D
Tmr\ o ’n m maxy —(x — 2)2 (konkav bir fonksiyon)
m st.x >3 (yada —x < —3)
- 2
Kisith L=—(x—=2)"+X~=3—(—x))

Optimizasyon
m KKT kosullari soyle ifade edilir:

Ly:=2(x—=2)+X=0.
—x < =3.
A>0.
A—x — (~3)) = 0.
u iki durum olabilir: X = 0 ya da A > 0.
m ilk durum olursa (yani A = 0) 1. kosuldan x = 2 olur.
m x = 2 sonucu x > 3 yani 2. kosul ile elisir. Bu nedenle (x*, A*) = (2, 0) ¢dziim olamaz.
m ikinci durum yani A > 0 durumu 4. kosuldan x = 3 oldugunu ifade eder.
m x = 3 bilgisi ve 1. kosuldan A = 2 olur ve kosullarla ile ilgili bir ¢eliski olusmaz.

m Dolayisiyla ¢éziim kiimesi (x™, \*) = (3, 2) olur.
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Ornek 1 ve 2 Hakkinda Not:

m Bu iki drnegin orta noktasinda yani kisit x > 2 olsa idi optimal ¢dziim (x*, A*) = (2, 0) olur idi.

m Sadece x = 2 noktasinda gerceklesecek bu ug¢ drnege gore kisithk esitlik halinde saglandigi halde
A = 0 olur.
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Kisitli Optimizasyon

maxx; ,x, —x12 — x1xp — x22
st.xy —2x < —1
2x) +xp < 2

L=—xi —xpx2 — x5 + AM(=1 — x1 + 2x) + A2(2 — 21 — x2)

KKT kosullari soyle ifade edilir:

Lxl . 72X17X27>\1 72)\2 :O;

Lio:—x1 —2x0+2X\1 — X =0

x1—2x < —1,2x3 +x0 <2

A1>0; >0

n Al(Xl - 2X2 + ].) = 0; /\2(2X1 —+ Xp — 2) =0
4 durum olabilir:
1. durum: A1 = Xy = 0.
1. kosuldan Xl* = XZ* = 0 olur ve 2. kosuldaki 1. kisit (x; — 2xp < —1) ile gelisir.
2. durum: A1 > 0ve Ap > 0.
Bu durumda kisitlar esitlik halini alir (4. kosuldan) ve iki kisitin birlikte ¢éziimiinden x;* = 3/5 ile
X3 = 4/5 elde edilir. Bu sonuglar FOC ile celisir.
3. durum (COZUM): \; > 0ve Ay = 0.
A1 > 0, 1. kisitin esitlik halinde yazilacagini soyler. 1. kisit ve FOC sonuglari birlikte ¢oziildiigiinde
x{ = —4/14, x5 =5/14 ve A} = 3/14 sonuglan elde edilir.
4. durum: A1 =0 ve A\p > 0.

A2 > 0, 2. kisitin esitlik halinde yazilacagini soyler. 2. kisit ve FOC sonuglar birlikte ¢oziildiigiinde
xl* =1, xz* = 0 ve Ay = —1 ve geliski yaratir.



	Kısıtlı Optimizasyon

