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Fark Denklemleri

Matematik |
Dog. Dr Fark denklemleri kesikli zaman icin kullanilir.
Tirkn
cokd m Bir degisken icin iki donem arasindaki deger farkini kisaca
Fark Ay, ile gosterebiliriz:

Denklemleri

Ay = yir1 — Ve

m 1. dereceden fark denklemi: y;11 = c1y: + &
(Cl, Cy € §R)
m 2. dereceden fark denklemi: yi10 = c1yer1 + GV + C3
(c1,¢2,c3 €R)
m n. dereceden fark denklemi:
Yt+n = C1Yt+n—-1 + QYt+n—2 + ... + Cnp1
(c1,¢2, ..y Cny1 €R)



Fark Denklemleri

Matematik | 1. dereceden fark denkleminin céziimii:

[
Yey1 +aye =c  (a,c € RN sabit)
Fark
Denklemleri i .
m Fark denklemini 2 kisma ayirarak ¢ozecegiz.
[
YG = yc + yp

Genel ¢6ziim tamamlayici ¢oziim  6zel ¢6ziim

Ve, (tamamlayici ¢6ziim) homojen kismin ¢ézimiidiir
(Vt+1 + ay: = 0). Bu ¢oziim, dengeden sapmalari gosterir.
yp, homojen olmayan kismin ¢oziimudur. Denge degerini
gosterir.

Y6 = Yc T yp.

Y, yani genel cozimu "belirli” hale getirmek icin yp gibi
bir baslangic degeri kullanilr.
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Yt+1 + ayt = c denkleminin ¢dziimiinii 4 yapacagiz:

Fark m l.adim: y.'nin bulunusu:
Denklemleri Ye+1 +ayr =0

m Simdi y; = Ab'(# 0) gibi genel bir ¢éziim deneyelim.
m Budurumda y; 1 = AbttL olur.

m Bu bilgileri ¢6zmek istedigimiz ana denkleme yerlestirirsek;

Abttl + aAbt = 0 — Abt(b+ a)=0= b= —a olur.

m Bu durumda yc = A(—a)? olur.
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s 2.adim: Ozel ¢6ziim icinde y; = k seklinde bir ¢éziim deneyelim.

Fark m Bu durumda y; 1 = k olur.
Denklemleri m Bu degerleri y; 1 + ayr = c denklemine yerlestirirsek;
c
k+ak:c:>k(1+a):c:>k:17 eger a# —1
+ a

= Budurumda yp = 75 olur (a # —1ise).
m Egera= —1ise ﬁ tamimsiz olacagindan, yp icin y; = kt gibi bir ¢éziim denenir.

m Budurumda ise y;y1 = k(t + 1) olur.
m Bu degerleri y; 11 + ay; = c denklemine yerlestirirsek:
c

k(t+1)+akt=c = k(t+1+at)=c=> k= ——— = k=c =y, = ct.
t+1+at
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Denklemleri yG'nin bulunusu:
m 3.adm: yg =y =y +yp =

c
1+a

Ye =Yt = A(—a)t + eger a#—1

Yo=Yyt =A+ct eger a=-1
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: Belirli ¢6ziimiin bulunusu:

Doc. D
Tl ’ m t = 0 zamanindaki yg baslangi¢ degeri kullanilarak A sabitinin degeri bulunur.

m Egera# —1ise

0 c
vo=A-a) + — = A=y —
Fark 1+a 1+a

Denklemleri
m Egera= —1ise
0 =A+ (0= A=y

m y degiskeninin zaman patikasini bulmus olduk:

( - >( )t+ ;

= — —— ) (—a

e § 1+a 1+a
N e N——r

zaman patikasindan sapmalar  Denge degeri

m Egera# —1ise

m Egera= —1ise
Yt =yo tct

m Boylece y degiskeni icin zaman patikasini (herhangi bir t zamanindaki y degiskenin alacagi degeri)
hesaplamis olduk.
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Syer1 +2ye =3 (o = 4)
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TR m 1. adim: y. denklemini bulahm.

m yc igin y; = Ab® ¢oziimiinii deneyelim.

Fark Abt L 24t =0 (Homojen kisim) =
Denklemleri

Abf(b+2)=0 = b=—-2 = y.=A(-2)

m 2. adim: yp'yi bulalim.
m yp icin y; = k ¢oziimiinii deneyelim.

m Bu durumda y; 1 = k olur.

k+2k=3 =k=1 =y,=1

m 3.adm: yg = A(=2)' +1
m dadm:yy=A(-20+1=4 = yy=A+1=4 =—>A=3 =—

ve =3(=2)' +1
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. Dengenin Dinamik istikran: Kararh ve Kararsiz Denge
Denklemleri

m Dengenin istikran yani kararli denge <= t — oo iken y. = Ab' — 0 olmasidir.

m  Bir baska deyisle dengeden sapmalarin yani tamamlayici ¢6ziimiin zamanla 0'a gitmesidir.

m Burada A terimi zaman patikasinin temel goriiniimiinii bozmadan sadece bir 6l¢ek etkisi yaratir.
u istikrar icin b terimi 6nemlidir.

u Onerme:

|b| > 1 => raksak yani kararsiz denge

|b] < 1=> vyakinsak yani kararli denge
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Dog. Dr n Ornek:
Tirkmen Qst = S(Pt—1) = —~v+6P;—1 ~v,6>0
Qit =D(Pt)=a—BPt a,f>0

Fark
Denklemleri
m Denge icin ¢ozersek (Qst = Qg esitliginden) asagida verilen 1. siradan fark denklemini elde ederiz:

a+y
B

Pt Op
t —rFt—1=
B

m 1. siradan bu fark denkleminin ¢dziimiini su sekilde (P baslangi¢ kosulu ile birlikte) elde ederiz:

t
Pz:(Pof a+'y) (*i) + ary
B+46 B B+46

N——

yp=Denge dilizeyi

m 2 6nemli nokta:

m Fiyat icin denge degeri: P = 'Z;—ig Bu deger sabit oldugundan denge duragandir.
m |bl=]|— %| ifadesinin degerine gore denge ya yakinsak ya da iraksak olur. § > 8 = iraksak,

6 < B yakinsak.
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Yet2 +atyer1 T a2y =c (a1, a,c € RN sabit)

ladim: yc'nin bulunusu: yeio + a1ye+1 + a2ye = 0 denkleminin ¢oziimii icin y; = Ab'(# 0)
ifadesini kullanalim. Bu durumda y; 41 = Ab'! ve y, 15 = AbTH2 olur.
Fark

o . . : . )
Bl m Bu degerleri ana denklemde yerine yazar ve Ab" parantezine alirsak:

—a; +

AbY (b2 4+ a1b+ ap) = 0 = (b% + a1b + ap) = 0 == by, by =

m Burada 3 durum s6z konusudur:
] i)a% > 4ay (farkl reel kokler: by # bp)
t t
Ye = A1b1 + A2b2

m ii)al = 4ap (tekrarlayan reel kékler: by = by)

| ]
ye = Asb' + Agtb*

] iii)a% < 4ay (karmasik kokler) Bu durumla ilgilenmeyecegiz.
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m ypicin yr = k genel ¢éziimiinii deneyelim. Bu durumda y; 12 = yz 1 = k olur.

Fark m Bu bilgileri y; 12> + a1yt4+1 + a2yt = c denkleminde yerine yazarsak:
Denklemleri

" c

k+ak+ak=c =k=——"™+— ‘efer a +a#-—1
1+a;+a
" c
Yp=———— a+ta#-1
1+a+ap
® a; +ap = —1lise y; = kt denenir. Bu durumda y, = #ﬁrz (eger a; +ap = —1ve ay # —2 ise)
2
m oa;ta=—lvea; = —2isey; = kt? denenir. Bu durumda Yp = % olur.

m 3adm: yg =y +yp

m 4.adim: yy ve y; gibi 2 tane baslangig kosulu kullanilarak belirli ¢éziim bulunur.
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Doc. Dr Yer2 Fyee1 — 27 =12 (yo = 4,51 = 5)

Tirkmen m ladim: yc ='nin bulunusu: yry2 + yre1 — 2y¢ = 0'nin ¢dziimii igin y; = Ab*(# 0) ifadesini
kullanalim. Bu durumda y; 1 = Abtt1 ve Yi42 = Abtt2 olur. Bu degerler ana denklemde yerine
yazilirsa:

Fark »
Denklemleri Ab (B +b—2) =0=> (P +b—2)=0=> by, by = {—2,1} =
t t
ye = A1(=2)" + Ax(1)
m 2.adim: y, icin y; = tk genel ¢oziimiinii deneyelim (giinkii a; + ap = —1 ve a1 # —2)

k(t+2)+k(t+1) -2kt =12 = k=4

yp =4t

m 3adm: yg = Aj(—2)" + Ay(1)! + 4t

m 4adm: yg = A; + Ay = 4 ve y; = A1(—2) + Ay + 4 = 5 gibi 2 denklem ¢oziilerek A; =1 ve
A = 3 bulunur.

m Yani, y'nin zaman patikasi su sekildedir:

ye = (—2)" +3+4t
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Dengenin istikrarn:

Denklemleri

m Dengenin istikrari <= t — oo iken y. — 0 olmasi

m Onerme: Koklerin her ikisinin de mutlak degerinin 1'den
kiigiik olmasi (|b1],|b2| < 1) durumunda denge
yakinsaktir. Aksi durumda denge iraksaktir.

m Tekrarlayan kok durumunda tek kokiin mutlak degerinin
1'den kiigiik olmasi gerekir (|b| < 1).
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m 2 durum inceleyecegiz.
i) Yero + a1yes1 + a2y = cm®
i) Yei2 + aryes1 + a2y = ct”

m Not: Her iki durumda da sadece y, ¢coziimu etkilenecektir.
Ye ¢Oziimi ise tamamen ayni kalacaktir.
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Ozel Durumlar:

m Ldurum: y, o + aryei1 + a2y = cmt

Fark . m yp icin yr = Bm' (5 0) ozel ¢oziimii denenir.
Denklemleri
m Budurumda y; o = Bmt+2 ve Yi41 = Bmt+1 olur.

L]
c
Bm'*? + aletJrl + agBmt =cm' —=B=—
m2+alm+32
L]
t
cm o 2
Yp= —5————— eger m" +am+a#0

m2 4+ aym+ ap

m Eger m? + aym + ap = 0 ise yr = Btm'®, bu da calismaz ise y; = Bt?m* denenir.
® 2.durum: y; 5 + aryei1 + a2y = ct”
m ypicinyr = By + Byt + thz denenir. Calismaz ise y; = t(By + Byt + thz) denenir.
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Ye42 + 0yl + 2y =
Fark

Denklemleri m y,icin ye = By + Byt + Bat? ¢éziimiinii deneyelim.
m Bu durumda y; ile birlikte y;11 ve y;;o degerleri de soruda verilen ana denkleme yerlestirir ve ilgili
terimleri bir araya toplarsak:

(8B + 7By + 9By) + (8B + 14By)t + (8B,)t2 = ¢
—_—— 2 TN S
—o -0 =1

m  Yukardaki 3 esitlik ¢oziilerek su sonuglar elde edilir:
-7

" By=5,B =3 veB =1

= Bu durumda,
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