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Diferansiyel denklemler siirekli zaman icin kullanilir:

Diferansiyel m 1. derece diferansiyel denklemin ¢dziimii:
Denklemler d
y
m — +ay=b (a, b sabit)
dt
~—~
=y
u
= Ye + yp
~— ~—~

tamamlayici ¢oziim  dzel ¢oziim

m y. homojen kismin ¢éziimiidiir. Bu ¢éziim dengeden sapmalari gosterir.
m y, homojen olmayan kismin ¢oziimiidiir. Dengeyi gosterir.

m y; ¢oziimiini "belirli” hale getirmek icin y(0) gibi bir baslangic degeri kullanilir.
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1. derece diferansiyel denklemin ¢oziimii:

Dog. Dr d
Tiirkmen n el +ay=b (a, b sabit)
dt
~~
Diferansiyel - .
Denklemler = l.adim: yc'nin bulunusu:
= d 1 d
;V +ay=0 — — l = —
dt y dt

m  Esitligin her iki tarafinin da t lizerinden integralini alalim.

- 14
/——ydt:/fadt
y dt
| ]
ny+c=—at+c=>lny=—at+ o =y=e "2 —
~
c1—¢p =A1
| ]

at

Ye =Are



Diferansiyel Denklemler

1. ife iyel klemin ¢6ziimii:
Matematik | derece diferansiyel denklemin ¢oziimii:

m 2.adim: y,'nin bulunusu:
Doc. D ..
s = Ozel ¢oziim icinde y = k ifadesini deneyelim. Bu durumda % = 0 olur.

m  Bu degerleri % + ay = b denklemine yerlestirirsek;

Diferansiyel b
Denklemler O+ak=b=—= k= S eger a#0

= Bu durumda

Yp =

v | o

(eger a # 0 ise).

m Eger a =0ise Z{ = b olur. Dogrudan integral yolu i

e,

d
/—ydt: /bdt
Joodt .

Yy+c=bt+cg = y=>bt+c —cg =
N——

:A2

Yp = bt + A
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1. ife iyel klemin ¢6ziimii:
Matematik | derece diferansiyel denklemin ¢oziimii:

= 3adm: yg = yc +yp =

Dog. Dr »
Tiirkmen —at b
yG = Are + - eger a#0
a
Diferansiyel -
Denklemler ye = A1+ bt+ A eger a=0 (A; + Ay degerine Az diyebiliriz)

m 4.adim: Belirli ¢dziimiin bulunusu: t = 0 zamanindaki y(0) baslangic degeri kullanilarak A; ve A3
sabitlerinin degeri bulunur.

m Eger a # 0 ise
(—ap , b b
y(0) = Aqe +;:A1:Y(O)—;

m Eger a =0ise
y(0) = (b)0 + A3 = A3 = y(0)

m y degiskeninin zaman patikasini bulmus olduk:

m Eger a # 0 ise
b\ _.. b
W= (v - 2) e 2
a a

m Eger a =0ise
y(t) = y(0) + bt
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Dengenin dinamik istikrar:

m Dengenin istikrari <= t — oo iken y. — 0 olmasidir.

m Bu kosul a > 0 durumunda saglanir.
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Doc. Dr Degisken terime sahip diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii:

Tiirkmen

Lty = wlo)

Diferansiyel
Denklemler
= l.adim: yc'nin bulunusu:
dy 1dy
— 4+u(t)y=0 = —— = —u(t)
dt y dt

Her iki tarafinda t lizerinden integralini alalim.

L]

1 d

/——ydt:/—u(t)dt

y dt

]
Iny +c = 7/u(t)dt = y=e Juodt g—er
N~
L]
[ u(t)dt
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= 2.adim: y,'nin bulunusu:

Diferansiyel m Bu durumda yp'nin ¢6ziimii asagidaki formiilde verilmistir:
Denklemler

Yo =e J u(t)de / w(t)ef u(t)dt gy

m Bu ifadenin kanitini (diferansiyel denklem konusunu iceren) herhangi bir matematik kitabinda
bulabilirsiniz.

m dadim: yg =y +yp, =

yg = e Judda ¢ / w(t)el U9 4t

= 4.adim: Belirli ¢6ziimiin bulunusu: t = 0 zamanindaki y(0) baslangic degeri kullanilarak A sabitinin
degeri bulunur.
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Dog. Dr Niteliksel-Grafiksel yaklasim: 1 degiskenli faz diyagramlari:
Tirkr

m  Niceliksel ¢6ziim elde edilemediginde veya sadece niteliksel ¢oziim ile ilgilendigimizde faz diyagramlari
"denge” hakkinda bazi ¢ikarimlar yapmamiza yardimer olur.

Diferansiyel = Faz Diyagrami:
Denklemler
dy

dt

m  y-ekseninde % ve x-ekseninde y'nin yer aldig: bir diizlemde:

d(dl) a7
m Egim=(karsi kenar / komsu kenar)= dflv[ = dfi
dy
ad(gg) _dy_ .. . siimindeki defisimin v'deki de¥isi
[ ] dy ~ = dy —Y'hin zaman gore degisimindeki degisimin y'deki degisime orani.

[] % = 0 denge degerini yansitir (bir baska deyisle y'nin zamana gére degismedigi y degerleri denge
degerleridir ve x-ekseni tizerinde yer alir(lar)).

n ZTY/ > 0 ise kararsiz (iraksak).

n Z—; < 0 ise kararli (yakinsak).
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Diferansiyel Niteliksel-Grafiksel yaklasim: 1 degiskenli faz diyagramlan:

Denklemler

m Sekil 5’e bakiniz.

m  x ekseninin lizerinde y > 0 oldugundan y zamanla artar ve bdylelikle egim pozitifken x ekseninden
yani dengeden (y = 0) uzaklasilir.

m  x ekseninin altinda y < 0 oldugundan y zamanla azalir ve bdylelikle egim pozitifken x ekseninden
yani dengeden (y = 0) uzaklasilir.

m  x ekseninin lzerinde y > 0 oldugundan y zamanla artar ve bdylelikle egim negatifken x eksenine
yani dengeye (y = 0) yakinlasilir.

m  x ekseninin altinda y < 0 oldugundan y zamanla azalir ve bdylelikle egim negatifken x eksenine yani
dengeye (y = 0) yakinlasilr.
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Ornekler:

O Ldy 1 2
Diferansiyel = Ornek 1: 7{ =3y -y (v 20)

Dty m Denge degeri % = 0'dir.

= %y — 2 =0= y(y — %) =0=y*=0vey* = % denge degerlerini olusturur.

m Egim ise Z—j = % — 2y'dir. y* = 0 igin egim % > 0, yani denge kararsizdir. y* = % icin egim
%1 < 0, yani denge kararldir.

n Ornek 2: % =(y+1)>%—16

m Denge degeri % =0'dir. = % =(y+ 1)2 =16 = y* = 3 ve y* = —5 denge degerlerini
olusturur.

m Egim ise Z—j: = 2(y + 1)'dir. y* = 3 icin egim 8 > 0, yani denge kararsizdir.

*

m y* = —5icin egim —8 < 0, yani denge kararldir.



Diferansiyel Denklemler

. 2. derece diferansiyel denklemlerin ¢oziimii:
Matematik | 4 ¢

m y+ay+ay=c (a,a,c sabit)
Doc. Dr

m 1. adm: y. ='nin bulunusu:
Tiirkr

m y+ay + apy = 0'nin ¢dziimii icin y = Ae*(# 0) ¢oziimiinii kullanalim. Bdylelikle y = rAe’ ve
3 = r?Ae" olur.

Diferansiyel m Bu degerleri ana denkleme yerlestirirsek:

Denklemler

—a; £ 4/ % 4ay

Aen(r2+alr+az):O:>(r2+alr+az):0:>r1,r2: 3
N

karakteristik denklem

m Burada 3 durum s6z konusudur:
n i)a% > 4ap (farkh reel kékler: r; # rp)

ye = Are'l’ + Ayet

n ii)a% = 4ay (tekrarlayan reel kdkler: r; = rp)

Ye = A3e'1 + A4te't

n iii)a% < 4ay (karmasik kokler)(bu durumu incelemeyecegiz)
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2. derece diferansiyel denklemlerin ¢oziimii:

Dog. Dr
Tiirkr m 2. adim: y,'yi bulalim. y, icin y = k genel ¢6ziimii deneyelim.

m Budurumda y = y = 0 olur.

yt+ay+tay=c
Diferansiyel
Denklemler

c
agk:cﬂk:: (eger ap #0)
2

c
Vo= — (eger a#0)
az

m ap = 0ise y = kt denenir. Budurumda y =0 ve y = k olur => a1k + axkt = c = k = i (eger

a; # 0 ise). Bu durumda y, = % olur.
m a) =ap=0isey = kt? denenir. Bu durumda y = 2k ve y = 2tk olur =
2
2k + a12kt + arkt? = c = k = 5 (eger a1 = ap = 0 ise). Bu durumda y, = % olur.

m 3.adm: yg =yc +yp

m 4. adim: 2 baslangi¢ kosulu kullanilarak belirli ¢6ziim bulunur.
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. 2. derece diferansiyel denklemlerin ¢éziimii icin 6rnek:
Matematik | " g 1y in ¢oziimii ici

[
Doc. Dr

Dos y—4y —12y = —48 (y(0) = 6:y'(0) = 4)

[] y’(O); y'nin t'ye gore tiirevi alinmis fonksiyonda t=0 degerini bulmak anlamindadir.
Diferansiyel

= 1. adm: y. ='nin bulunusu:
Denklemler

m j — 4y — 12y = 0'nin ¢dziimii igin y = Ae"(# 0) ¢bziimiinii kullanalim.
u Boylelikle y = rAe ve y = r?Ae" olur.
m  Bu degerleri ana denkleme yerlestirirsek;
Aet(r? —ar —12)=0= (P2 —4r—12) =0 => ry, , = {6, —2}
N—— ——

karakteristik denklem

Ye = Alest + Azefzt

m 2. adim: y,'yi bulahim. y, icin y = k genel ¢éziimiinii deneyelim. Bu durumda y = y = 0 olur.
L]
—12k = —48 = k =4

}’p:4

m 3. adm: yg = A1e6t + Azefzt + 4
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2. derece diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin 6rnek:

Diferansiyel

Darderiiar m 4. adim: 2 baslangi¢ kosulu kullanilarak belirli ¢6ziim bulunur.

m y(0)=A1+A+4=06
= y'(0) = 6A; + (—2)Ar = 4
m Yukaridaki 2 denklemin ¢oziimiinde A; = 1 ve Ay = 1 elde edilir.

2t+4

y(t) = Stpe”
= Dengenin dinamik istikran:
m l.durum: (r; # rp) Kararlilik kosulu ry, rp < 0'dir. Diger durumlarda denge kararsizdir.

m 2.durum: (r; = rp) Kararllik kosulu r < 0'dir. Diger durumlarda denge kararsizdir.
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Diferansiyel

Ozel durumdaki (degisken terimli) diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii:
Denklemler

| ]
¥+ a1y +axy = b(t)

» Ozel durumda sadece Yp etkilenecektir.

m iki 6zel durum inceleyecegiz:

[ 1.durum:j/'+aly+agy:Blt2+52t+ B3

m Bu durumda yj icin y = Bll‘2 + Byt + B3 denenir.
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Matematik | Ozel durumdaki (degisken terimli) diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii:

ez, [ n Ornek: ,
Tiirkmen y+5y+4+3y=6t"—t—1

) . m Bu durumda y, icin y = Bll‘2 + Byt + B3 ¢bziimiinii deneyelim. y = 2Byt + By ve y = 2B olur.
Diferansiyel
Denklemler m  Ana denklemde bu degerleri yerine yerlestirirsek:

2By + 5(2B1t + By) + 3(Byt? + Byt + B3) = 66> —t — 1

L]
3By t2 + (10By + 3Bp)t + (2By + 5B, + 3B3) = 6> — t — 1
~~ —— ———
=6 ——1 —_1

m Yukardaki 3 esitlik ¢oziilerek su sonuglar elde edilir: By = 2,By = —7 ve B3 = 10.

= Bu durumda y, = 2t2 — 7t + 10 olur.

m 2.durum: j + a1y + apy = Be™ "t

m Bu durumda y, icin y = Be™ " denenir.

m Eger bu ¢6ziim ¢alismaz ise y = tBe~ 't denenir.

m Dogrusal olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinii ise MATLAB programi ile gelecek donem
yapacagiz.
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