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Es anl diferansiyel denklem sistemlerinin niteliksel analizi:
Diyagramlari

ve Taylor ki degiskenli faz diyagramlan:
Agihmi

m Faz diyagramlari nicel ¢oziim yerine niteliksel analiz
yapmaya yarar.
m Faz Diyagrami Cizimi:
% =0 ve y = 0 egrilerinin ¢izilmesi (Bu egriler sirasiyla x
ve y icin denge degerlerini yansitir).
Isaretlerin bulunmasi.
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Doc. Dr X = f(x, y)

Tiirkr y = g(x,y)

B m Varsayimlar: f, <0, f, >0, g« >0veg, <0
Diyagramlari m 1. adm: x = 0 ve y = 0 egrilerini gizelim.

ve Taylor m x = 0 egrisinin egimini bulmak icin:
Agihmi

x=0= f(x,y)=0

dy fx . L Fe

7d lx=0 = 7? =+ isaretli = x = 0'in egimi pozitif
X y
N

Ortiik Fonk. Teoremi ile
m y = 0 egrisinin egimini bulmak igin:

y=0=g(x,y)=0

dy &
—ly=0 = -= =+ saretli = y = 0’in egimi pozitif
dx 8y

N7

Ortiik Fonk. Teoremi ile

m Varsayim: | — %| > | - g—;| = x = 0 egrisi daha dik
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2. adim: lIsaretlerin Belirlenmesi

Dog¢. Dr m Olusan bu 4 bdlgede isaret analizi yapilir.

Tiirkr m Analiz x ekseni ya da y eksenine gore yapilabilir. Sonuglar degismeyecektir.

= x eksenine gore analiz:

Faz = Hex
i & % Of (x
Diyagramlari dt _ 9% _ (x,¥) —f < 0=
ve Taylor Ox Ox Ox
Agihmi
m  x ekseninde ilerledik¢e (soldan saga hareket) % azalmaktadir. Biz % = x = 0 egrisinin konumunu
bilmekteyiz. Dolayisiyla, bu egrinin solunda kalan bdlgelerde % = x > 0, saginda kalan bolgelerde
ise % = %x < 0 olmalidir ki x ekseninde ilerledikge % azalsin.
" dy
2% dy og(x
O _ 7 _980sn) _ o

ox ox ox

m  x ekseninde ilerledik¢e % artmaktadir. Biz % =y = 0 egrisini bildigimizden bu egrinin solunda

kalan bdlgelerde % =y < 0, saginda kalan bdlgelerde ise % =y > 0 olmalidir ki x ekseninde
ilerledikge % artsin.

m  Bu etkilerin bileskeleri bize dengeye zaman icerisinde gidip gidemeyecegimiz hakkinda bilgi saglar.

m Bu 6rnekteki duruma kararh denge denir ¢iinkii hangi noktadan baslarsak baslayalim dengeye
ulasiyoruz.
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Tirkr y eksenine gore analiz:

L]
oL 9% Of(x,y)
Faz i:—:7’:1’y>0:>
Diyagramlari Oy % oy
ve Taylor
Agilimi m y ekseninde ilerledikce (asagidan yukariya hareket) % artmaktadir. Biz Zf = x = 0 egrisinin
konumunu bilmekteyiz. Dolayisiyla, bu egrinin asagisinda kalan bolgelerde % = x < 0, yukarisinda
kalan bolgelerde ise % = x > 0 olmalidir ki y ekseninde ilerledik¢e % artsin.
" dy
oY oy og(x,y
—dt :izi( 2 ):gy<0:>
dy dy Oy
m y ekseninde ilerledikce % azalmaktadir. Biz % =y = 0 egrisini bildigimizden bu egrinin asagisinda

kalan bélgelerde % =y > 0, yukarisinda kalan bdlgelerde ise % =y < 0 olmaldir ki y ekseninde
ilerledikge % azalsin.

m Hesaplamalarin x ya da y eksenine gore yapilmasi sonuglari degistirmedi.
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Doc. Dr X = F(X’ y)

Tiirkmen v =glxy)

Faz
Diyagramlari

= Varsayimlar: f, = 0,f, > 0,gx > 0vegy, =0
L]

ve Taylor -
L]

1. adim: x = 0 ve y = 0 egrilerini gizelim.
Acilimi x = 0 egrisinin egimini bulmak icin:

x=0= f(x,y)=0

d) f
iy|>.(:0: _x =0= x=0"in egimi 0
dx fy

N~

Ortiik Fonk. Teoremi ile
m y = 0 egrisinin egimini bulmak igin

y=0=g(x,y)=0

dy 8x 5 oo
i|y.:0: == =00 = y = 0"in egimi oo
dx 8y

N

Ortiik Fonk. Teoremi ile
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Doc. Dr = 2.adim: Olusan bu 4 bolgede isaret analizi yapalim.

Tiirkr m Bu 6zel durumda x = 0 yatay bir egri oldugundan bu egrinin isaret analizi y eksenine gore
yapilmahdir.

m  Benzer sekilde y = 0 dikey bir egri oldugundan bu egrinin isaret analizi x eksenine gore yapilmalidir.
Faz

L]
Diyagramlar 9dx 9% 5f
ve Taylor dt:l:ﬁ:fy>0:>
Agihmi Ay dy Ay
m y ekseninde ilerledikce % artmaktadir. Biz % = x = 0 egrisini bildigimizden bu egrinin asagisinda
kalan bolgelerde % = x < 0, yukarisinda kalan bolgelerde ise % = x > 0 olmaldir ki y ekseninde
ilerledikge % artsin.
" dy
X4 oy og(x,y
—dt :izi( ? ):gx>0:>
Ox Ox dx
m  x ekseninde ilerledikce % artmaktadir. Biz % =y = 0 egrisini bildigimizden bu egrinin solunda
kalan bolgelerde % =y < 0, saginda kalan bolgelerde ise % =y > 0 olmalidir ki x ekseninde
ilerledikge % artsin.

m  Bu etkilerin bileskeleri bize dengeye zaman igerisinde gidip gidemeyecegimiz hakkinda bilgi saglar.

m Ornekteki bu duruma " eyer dengesi” denir ve sadece "stable arm” (kararli kisim) iizerindeki
noktalarda bulunursak dengeye ulasiriz.
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m Soyle bir diferansiyel denklem sistemi olsun:

Doc. Dr
Tiirkr
X > + ! 25
X==-x+ -y —
2 2y
Faz
Diyagramlari 1

. 1
y=-x—-y+1

ve Taylor 2 2

Agihmi

m  Bu diferansiyel denklemin ¢oziimii su sekilde olur:
xG = 7D — EeTt +3

Y6 = Det + Ee ! +5

m Kokler r; = 3, » = —1 oldugundan (reel karsit kokler) bu durum eyer dengesini ifade eder.

m Bu durumda dengeye sadece "stable arm” {izerinde bulunursak ulasiriz.

= Bir baska ifadeyle t — oo birinci kok bizi dengeden uzaklastiracaktir (¢tinkii lime—; oo &3t = o).
m 2. kdk ise sunu ifade eder: limt—yooe "t = 0.

m O halde D ifadesinin ancak ve ancak 0 olmasi durumunda dengeye ulasmamiz miimkiin olur
¢linkii boylece bizi dengeden uzaklastiran 1. kokiin etkisi yok edilmis olur.

m  Bir baska deyisle D = 0 saglandiginda "stable arm” iizerinde olmus oluruz.
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Eyer Dengesi Durumunda Dengeye Ulasma Kosulu (”Stable Arm” iizerinde olma kosulu):

Eaz m O halde D = 0 esitligini saglayacak baslangi¢ kosullarini bulmamiz gerekir.

Diyagramlari = Baslangic aninda (t = 0):

ve Taylor x(0)=7D — E+3
Agihmi

y(0)=D+E+5

m  Bu denklemlerden (iki denklemi toplyarak E'yi yok ettik ve D icin baslangic kosulu elde ettik):

L]
x(0) + y(0
x(0) + y(0) =8D + 8 = D = % 1=
= x(0) + y(0) = 8 olmalidir ki D = 0 olsun, yani zaman patikasi dengeye ulasabilsin. Bir baska deyisle

baslangigta "stable arm” lizerinde baslamis olalim.



Es anl Diferansiyel Denklem Sistemleri

Matematik | Taylor Acimi, Dogrusallastirma ve Niteliksel Analiz:

m f(x, y) gibi bir fonksiyon olsun.

Dog. Dr m Bu fonksiyonun (xp, yg) noktasinda dogrusallastinimasi:
Tiirkmen

f(x0, ¥0) + £ (x0, ¥0)(x — x0) + fy(x0, Y0)(¥ — y0)

Faz
Diyagramlari
ve Taylor = Bu bilgiler isiginda x = f(x, y) = 0 ve y = g(x, y) = 0 ifadelerini denge (%, y) etrafinda
Agilimi dogrusallastiralim:
X =f(%,7) +6(%,7)(x = ) + (% 9)y — 7)
N —r
=0
y = &(%,7) +ex(x, 7)(x — X) + gy (%, ¥)(y — ¥)
N —
=0

m  Esitligin sagindaki ilk ifadeler denge etrafinda agilim yaptigimiz igin O degerini almaktadir.Bu ifadeleri
duzenlersek:

X — KX, 7)x — £ (X, 7)y = —£(%, 7)x — £,(%, 7)y

¥ — &x(%, 7)x — gy(%, 7)y = —ex(X, 7)% — gy (X, 7)y

m Yukaridaki denklemlerde sag taraftaki ifadelerin hepsi sabittir.
m  Niteliksel analizde karakteristik kokler ile ilgilenmekteyiz.

m Karakteristik denklemi elde etmek icin Taylor agilimi ile dogrusallastirdigimiz denklemlerin homojen
kisimlarini incelemek yeterlidir.
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m  Yukaridaki sistemimatris seklinde ifade edersek:

Dog. Dr
Tiirkmen (1 0)()'()7<fx f:v)(x>7<0)
0 1 y & & y ) \ o0
N — ————
Faz K J
Diyagramlari
L]

ve Taylor fie f
Acihimi J= ( &x g};/ ) = |J| = gy — fyex, tr(J) =f + gy

|[rK — J| =0 olmaldir. (r karakteristik kokler).
——

karakteristik denklem

= Bu durumda:

2 —tr(J)r+ |4 =0

tr(J) &+ /(tr(J))2 — 4]J]

rn,n = >

m Notiry +rp = tr(J), nr = |J|
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. Denge Tipleri:
Diyagramian m 1. durum (tr(J))? > 4|J|: (farkh reel kokler)

ve Taylor
At mr,n<0=|J|>0ve tr(J) < 0= kararli denge
mr,n>0=|J]>0vetr(J) >0 = kararsiz denge

mr>0,n<0=|J|<0vetr(J) <=>0 = eyer dengesi
m 2. durum (tr(J))? = 4|J|: (tekrarlayan reel kokler)

mr<0=|J|>0vetr(J) <0 = kararli denge
mr>0=|J|>0ve tr(J) >0 = kararsiz denge
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x=f(x,y)=xy =2
y=gxy)=2x—y
Faz

Diyagramlari ve x,y > 0.
ve Taylor

A m Bu durumda dengede asagidaki kosullar saglanir:

x=0=xy=2

y=0=2x=y

m Denge degerleri x = 1,y = 2 olur.

m Dengenin tipini analiz edecek olursak:
S & & N_(v=2 x=1)\__,__
8x 8y 2 -1

m |J| = —4 < 0vetr(J) =1 > 0= Eyer Dengesi olur.
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