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St Optimal Kontrol

Zamanda

Dinamik m Sinirh Zaman Problemleri: t € [0, T]. Burada T sinirh bir

Optimizasyon

I sayidir.
m a) Son deger lizerinde bir kisit yok (free endpoint problem)

m b) Son deger iizerinde bir kisit var (constraint on the
terminal value)

m Sinirsiz Zaman Problemleri: t € [0, c0).
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m a) x(T) degeri yani son deger lizerinde hicbir kisitlama olmayan problemler (free endpoint problem):

Doc. Dr
Tiirkmen - T
max vl x(t) c(t) t] dt
c(z)|re[o,71/o < N
- . durum (state) secim (choice)
Siirekli
Zamanda amacfonksiyonu
Dinamik
Optimizasyon
| m st .
x(t) = FIx(8), c(6), 8 t€ [0, T]
L]
x(T) serbest
L]

x(0) = xp

= Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazihr:

H(x,c, X\, t) = v(x,c,t)+ X f(x,c,t)
~~
co-state
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m  Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:

Siirekli

Zamanda

Dinamik H(x,c, \,t) = v(x,c,t) + X f(x,c,t)
Optimizasyon co-state

m  Gerekli kosullar:

n % sve(x, ¢, t) + Me(x,c,t) =0
n % Sva(x, 6, ) + A(x, 6, 1) = —A

m x(t) = f(x(t), c(t), t)

m A(T) = 0 (Transversality Condition-TVC): X, x'in marjinal katkisini belirtir.
= Bu problemde x(T) tizerinde hicbir kisit yoktur.

m Fakat A\(T) = 0'dir yani x(T)'nin T aninda faydaya olan katkisi 0'dir.
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m b)Son deger x(T) iizerinde kisitlama olan problemler (constraint on the terminal value).

= En yaygin kullanilan kisitlardan biri x(T) > 0 kisitidir.

L]
T
L t), c(t), t]dt
Siirekli c(t)\TéTO,T]/O V[X\(/) C\(/) ]
Zamanda state choice
Dinamik
Optimizasyon s.t
| . )
x(t) = fx(t), c(t), ] t €0, T]
L]
x(T) >0
L]
x(0) = xo

m Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:

H(x,c, X\, t) = v(x,c, t) + Mf(x,c, t)
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m  Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:

Siirekli
Zamanda
Dinamik
Optimizasyon
|

H(x, ¢, X\, t) = v(x, ¢, t) + Af(x,c, t)

m Gerekli kosullar:

n 8—’: sve(x, e, t) + Me(x,c,t) =0

L] % Sve(x, €5 ) 4+ Af(x, €, ) = —A
m x(t) = f(x(t), c(t), t)

m x(T)X(T) = 0 (Transversality Condition-TVC):

=\, x'in marjinal katkisini belirtir.

m Bu problemde x(T) = 0 ya da x(T) > 0 olabilir.

m x(T) > 0ise A(T) = 0 olur.

m Not: x(T) > xpin seklinde daha genel bir kisit altinda TVC su sekilde olur: (x(T) — xmin)A(T) =0
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n
T 5 1
maxv:/ —(14u)2dt

Siirekli u 0
Zamanda
Dinamik . st
IOptlmlzasycm f—u

n

x(0)=A
n
x(T) serbest
[

1
H=—-(1+v)2 +xu
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1
H=—1+uv)2 +u

m Gerekli kosullar:

. . 1 St
Siirekli OH . 19,14+ u2) 2 + XA =0= u=\1—22)7Z .
Zamanda | oou T2 ( ) ( )
Dinamik = Fio=-A
Optimizasyon " X=u
I s MT)=0

n

2. kosul = A(t) = A(0) Vt (A = b gibi bir diferansiyel denklemin cozumu A(0)+bt seklinde olur)

A(t)=A(0) Vt ve A(T)=0= A(t)=0 V ¢

lkosul ve A(t)=0= u(t)=0 Vt

3kosul ve u(t)=0=x=0

x=0 ve x(0)=A=x(t)=A V t
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Optimal Kontrol: Ornek 2

L]
1

Siirekli max v = /0 (x(t) + c(t))dt
Zamanda
Dinamik ¢
Optimizasyon " s
7 4 % =1—c(t)?

L]

x(0) =1
L]
x(1) serbest
L]

H = (x(8) + (1) + A1 — c(1)?)
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Optimal Kontrol: Ornek 2

H = (x(t) + c(t)) + M1 — c(£)?)

m Gerekli kosullar:
= O 1 —axc(t)=0

2.kosul = A(t) = X\(0) — ¢ (5)

2]

OH .1 _ 3
[] K.lf—)\
m ox=1—c(t)?
= \(1)=0
L]

n

4kosul ve (5)=A(1)=A0)—1=0=A(0)=1 (6)

(B) ve (6)=At)=1—t (7)

(7) ve 1lkosul = 1—2(1—t)c(t) =0= c(t) = P (8)

1

3.kosul ve 8) = x(t) =1— t— — + —
® ® 41—1t) 4

= x(t) =

4(1 —t)2
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L]
11
max 7/ —(XZ + u2)dt
u 0o 4
Siirekli
Zamanda " st
Dinamik X=x+u
Optimizasyon
|
L]
x(0) =2
L]
x(1) =0
= Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:
2 2
—(x*+u
H= ¥ + A(x + u)

4
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Stirekli m  Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazihr:
Zamanda
Dinamik » 5
Optimizasyon —(x* +u
| 2 ¥ H= ¥ + A(x + u)
4
m  Birinci derece kosullar:
l%:7%+)\:0:>u:2)\
9H . X — \ \ — X
B G i Ti A= A= A=5-A

B X=Xx+Uu=>x=x+2X\
= x()X(1) =0
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m 2. ve 3. kosuldaki diferansiyel denklemler es anl ¢oziilerek x ve X igin zaman patikalari bulunabilir.

Coziilecek diferansiyel denklem sistemi sudur:
Siirekli

Zamanda .

Dinamik X—x—=2Xx=0
Optimizasyon

|

. X
A+A-—Z=0
2

= Bu sistem es anli ¢oziilerek asagidaki zaman patikalarini (x ve X igin) elde ederiz:
L]
x(t) = Are¥2 4 Ape= V2t

A(t) = %(ﬁ — eV _ %(\/h 1)e~ V2
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S = Yukaridaki denklemleri ve x(0) = 2, x(1) = 0 kisitlarini kullanarak 2 bilinmeyenli 2 denklem elde
ZAEIRE ederiz:
Dinamik [
Optimizasyon x(0) = A; + Ay =2
|
x(1) = Ale\/E + /4‘\2e7\/E =0

m Buradan A; = —0.1256 ve Ay = 2.1256 sonuglarini elde ederiz.

m Bu durumda u = 2\ oldugundan, secim degiskeninin zaman patikasini su sekilde yazilabilir:

u(t) = —0.1256(v/2 — 1)Vt — 2.1256(v/2 + 1)e~ V2t
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= Hamiltonian fonksiyonu c'ye (secim degiskeni) gore dogrusal ise (i.e. % ifadesi eger c'den bagimsiz

ise), % kosulu yani birinci kosul gegerliligini yitirir.

u Ornek 4:
Siirekli = >
Zamanda maxv = / (2x(t) — 3c(t))dt
Dinamik < 0
Optimizasyon
: m st
x = x(t) + c(t)
n
x(0) =4
n
x(2)  serbest
n

c(t) €[0,2]

H = 2x(t) — 3¢(t) + A(x(t) + c(£)) = (2 + M)x(t) + (A — 3)c(t)
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Ornek 4 Devami

Siirekli -

Zamanda
Dinamik
Optimizasyon
|

H = 2x(t) — 3c(t) + Ax(1) + c(£)) = (2 + N)x(t) + (A — 3)c(2)

m  Gerekli kosullar:

8—": = X — 3. Onemli not: Yukaridaki belirtilen sebepten dolayi kullanilamaz ve asagidaki bilgi
dikkate alinmalidir.

m Eger A > 3 = ise H, c(t) ile artan bir fonksiyondur dolayisiyla ¢ icin en yiiksek deger secilmelidir
=c* =2

m Eger A < 3 = ise H, c(t) ile azalan bir fonksiyondur c icin en kiiciik deger secilmelidir = c¢* =0

n % 24 A= —A\

x = x(t) + c(t)

= A2)=0
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2.kosul = A(t)+A(t) = —2 = A = (A(0)+2)e” " —2 (5nolu) not : A(t)+A(t) = b gibi bir diferansiye

I b\ _. b
cozumu su sekildedir : (,\(0) — 7> e + -
a a

Siirekli
Zamanda
Dinamik
Optimizasyon
|

4kosul ve (5nolu denklem) = A(2) = (A(0) +2)e % —2 =2 = (A(0) +2)e" 2  (6)

(6) = A(0) ~ 12.7T7;A(2) =0 (7)

(7) = X zamanla azalan bir fonksiyon

7 oyle biranolsun ki A(7) =3 olsun

A(7) =3 olmasiicin 3= (12.77 +2)e” ~ —2 = 7 = 1.084 (8)

(8) = eger t€[0,1.084) ise c*(t)=2

(8) = eger t € (1.084,2] ise c*(t)=0
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x(1) serbest

u(t) €[0,3]

m  Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:

H=5x+Ax+u)=x(5+X)+ Au
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m Hamiltonian fonksiyonu su sekilde yazilir:

Siirekli
Zamanda
Dinamik
Optimizasyon
|

H=5x+Xx+u)=x(5+X)+Au

m  Birinci derece kosullar:
OH _
5=
m )\ > 0ise H, uile artar ve H fonksiyonu u® = 3'te maksimum olur.
m )\ < Oise H, uile azalir ve H fonksiyonu u* = 0'te maksimum olur.
OH . — \
m 55+ A==

m X=x+u

= A\(1)=0
m 2. kosuldan:
L]

A+A=-5
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Ornek 5 devarmi

= .
A+A=-5
Siirekli
Zamanda
Dinamik
Optimizasyon
|

m Bu diferansiyel denklemin ¢éziimiinden:

A(t) = (A(0) +5)e " —5

= (1) = 0 oldugundan,
A1) = (M(0) + 5)e ™! —5=0=> A(0) = 5e — 5 = A(0) = 8.5
m Bu durumda A\(0) = 8.5 ve A(1) = 0 oldugundan X azalan bir fonksiyon.

= A>0Vtelo1).
m Bu durumda secim degiskeni icin optimal deger u* =3V t € [0, 1) olur.
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Siirekli . X

Zamanda Ornek 6: Iktisadi bir uygulama: Firma Problemi
Dinamik
Optimizasyon
|

m Bir firma kdninmi () [0, T] zaman araliginda maksimize etmeye calisiyor.

= Bu problemde firma icin "state variable” sermaye stoku (k), " control variable” yatirim (i)'dir.
m Firma baslangictaa kg sermaye stokuna sahiptir.

m Sermaye birikimi, mevcut sermaye stokunun ve yatinmin bir fonksiyonudur: (k = f(k, i, t))

m Firma, zamanin her aninda yatirrm diizeyini secerek sermaye stokunu etkileyecek ve boylece karini
maksimize etmeye calisacaktir.

m Dolayisiyla zamanin her aninda kar, o andaki sermaye stokuna ve yatinma bagh olacaktir: m(k, i, t).
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Ornek 6: iktisadi bir uygulama: Firma Problemi

Bu durumda optimal kontrol problemi;

.
i[tep, 7l /0 i), 1), e

state choice

s.t
k(t) = flk(t),i(t),t]  te[0,T]

kT  serbest

k(0) = ko

seklinde olur.

Hamiltonian fonksiyonu da su sekilde yazilir:

H(k, i, A, t) = w(k, i, t) + (K, i, 1)
N —’

i seciminin su andaki ‘“kar'a etkisi i seciminin gelecekteki ‘“kar"a etkisi—

A "shadow price” olarak adlandirilir.\ sermayenin kira yaptigi marjinal katki olarak yorumlanabilir.
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Ornek 6: iktisadi bir uygulama: Firma Problemi
Shirekli = Hamiltonian fonksiyonu da su sekilde yazilir:

Zamanda n

Dinamik H(k,i, A\, t) = w(k, i, t) + M(k, i, t)
Optimizasyon N—— ——
|

i seciminin su andaki ‘"kar'a etkisi i seciminin gelecekteki ‘“kar”a etkisi—

m )\ "shadow price” olarak adlandirilir. A sermayenin kira yaptigi marjinal katki olarak yorumlanabilir.
m Gerekli kosullar:

w 9H (ki t) + Afi(k, i t) =0

w OB (ki t) + Mk, iy £) = —A

) = f(k(t),i(t), t)
T) = 0 (Transversality Condition-TVC)
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Ornek 6: iktisadi bir uygulama: Firma Problemi
Shirekli = Hamiltonian fonksiyonu da su sekilde yazilir:

Zamanda n

Dinamik H(k,i, A\, t) = w(k, i, t) + M(k, i, t)
Optimizasyon N—— ——
|

i seciminin su andaki ‘"kar'a etkisi i seciminin gelecekteki ‘“kar”a etkisi—

m )\ "shadow price” olarak adlandirilir. A sermayenin kira yaptigi marjinal katki olarak yorumlanabilir.
m Gerekli kosullar:

w 9H (ki t) + Afi(k, i t) =0

w OB (ki t) + Mk, iy £) = —A

) = f(k(t),i(t), t)
T) = 0 (Transversality Condition-TVC)
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