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LINEER DENKLEM SISTEMLERININ
COZULMESI I

Bir ¢ok bilim dalinda lineer denklem sistemlerinin etkin ve dogru ¢oztimlerinin bulunmasi en
onemli ve temel problemlerden biridir. Bu boliimde lineer denklem sistemlerinin ¢oziimleri i¢in
Gauss Eleme Yontemi, Tekrarlamali Yontemler, Jacobi Yontemi, Gauss-Seidel Yontemi
kullanilmistir. Yontemlerin Fizikte uygulamalarina ¢rnekler, elektrik devrelerinin analizi, yap:
mekanigi, vb. verilebilir. Bir lineer denklem sistemi asagidaki gibi genellestirilerek ifade
edilebilir.

apX, +apX, +--+a,x, =b,
Ay X, +AypXy +-+a,,X, =b,
anlxl + an2x2 oot ann'xn = bn
a; .. b. .. . X, . o .
burada ¥ bilinen katsayilar, ©/ bilinen sabitler ve */ c¢oziilmesi gereken bilinmeyenlerdir.

Matris notasyonu kullanilarak bu denklem sistemi daha uygun ve kapali bigcimde yazilabilir
(Ax=B).

a;; dp a, \( X b,
ay Ay Ao || %2 | _ b,
anl an2 ann xn bn

a..
burada A bilinen ¥ katsayillarmin olusturdugu karesel katsayilar matrisine karsi gelir.

Bilinmeyenlerin olusturdugu n-stitun matrisi x ile, ve bilinen b sabitlerin olusturdugu esitligin
sag tarafindaki n-stitunlu matris B ile gosterilmistir.



Once ¢oziimlerini kolay bulabilecegimiz iki lineer denklem sistemi ile baglayalim:

a,x, +a,x, =b,

ay X, +a,x, =b,

bu denklem sisteminin ¢oziimlerini bulurken, birinci denklemden x; ¢ekilir ve ikinci denklemde
yerine konur, boylece bu yeni denklemden x; ¢oztimii bilinen katsayilar ve sabitler cinsinden
ifade edilir. Daha sonra bu ¢oziim bastaki birinci veya ikinci denklemde yerine yazilarak diger
¢6ziim elde edilir.

_ dyb, —a,b,
=21 22
a,1a,, —adyay,

a, b, —a, b,
xZ =—
a;dy —dydp

Bu ¢6ztim yonteminden baska, determinantlar kullamilarak da c¢oziimleri elde etmek
mimkiindiir. Bunun igin determinantlar asagidaki gibi yazilir. Bu determinantlarin agilim,
yukarida elde edilen ¢oziimleri verecektir.

b, ay, a, b

b, a, a, b,
Xy = X, =

a;; dp a;; a4y,

ay dy a, 4y

Verilen denklem sisteminin grafiksel ¢oziimii ise baz1 durumlarda kolaylikla yapilabilir. Bunun
icin x2, y eksenini ve x1°de x eksenini gosterecek sekilde iki-boyutlu bir grafik cizilebilir. Her iki
denklem de x; i¢in ¢oziiliirse



elde edilir. Denklem sistemi lineer oldugu icin herbir denklem bir dogru verecektir. Bu dogru
denklemleri x,=egim*x;+sabit seklindedir. ki dogru aym grafikte gosterildiginde kesisim
yerinin koordinatlar1 bize x1 ve x> ¢oztimlerini verir.

Ornek: Asagidaki verilen denklem sisteminin ¢éziimlerini bulalim.

3x, +2x, =18

-x, +2x,=2

Burada ¢oziimler,

18 2
‘2 2‘ 36-4 32
3 2| 642 8
~1 2‘

3 18
-1 2| 6+18 24
x2= = =—=3
1 3 6+2 8

2 -6

x1=‘

olarak bulunur. Bu 6rnekteki denklem sisteminin grafiksel ¢oztimii igin dogru denklemlerini

olarak yazalim ve buradan grafik cizilirse Sekil 2.1 elde edilir. Kesim yerine kars1 gelen x1 ve x2
degerleri sirasiyla, 4 ve 3'tur.
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Sekil 2.1 Lineer denklem sisteminin grafiksel ¢coziimii

Verilen herhangi bir denklem sisteminin ¢oztimlerini bulmak her zaman kolay olmayabilir,
bazen c¢oztimler tekil (singular) bazen de sonsuz sayida ¢ozim olabilir. Eger katsayilar
determinanti sifir ise sistem tekil denir. Lineer denklem sistemlerinin ¢oztim yontemleri iki ana
sinifta incelenebilir. Bunlar dogrudan yontemler ve dolayli yontemlerdir. Gauss eleme yontemi
dogrudan uygulanan bir yontem, Gauss-Seidel yontemi ise dolayli yinelemeli (iterative) bir
yotemdir.

Gauss Eleme Yontemi

Gauss eleme yonteminde, lineer denklem sistemindeki (n denklem) degiskenler, her defasinda
bir degisken olmak {izere elenir, ve basta verilen denklem sistemi tiggen bicimli bir sisteme
dontistiiriliir. Birinci asamada x1 son n-1 denklemden elenir. Ikinci asamada x> son n-2
denklemden elenir. Bu islem denklem sistemi ticgen bigimli oluncaya kadar devam eder, yani x
son 1 denklemde birakilir.



A, X, +a,X, +a;X; +-+a, x, =b,

aélz)x2 + ag))@ +- 4 aéln)xn = b;”
(2) 2) — b(2)
n 3

A3 X3+t a3, X

a(n—l)xn _ brgn-l)

nn

yukaridaki denklem sisteminde parentez icindeki rakamlar eski katsayilarin her asamada
yenileri ile degistirildigini gostermek icin kullanilmistir. Bu sayilar ayn1 zamanda ileri yonde
eleme stirecinde adim numarasidir. Lineer denklem sistemi ticgen bicimine getirildikten sonra,
cozuimler geriye dogru yerine koyma ile bulunabilir. Bu stiregte ise ilk tnce x, son denklemden

_ 3, (n=1) (n-1)
belirlenir (x” =b,"" a, ). Sonra bu deger geri kalan n-1 denklemde yerine konur, ve xn1

hesaplanir. Bu islem her bilinmeyen bulununcaya kadar devam eder. Bu islem de bir formulle
gosterilebilir.

n
(i-1) (i-1)
b - a; 'x;
J=i+l .
X = D , I=n-1n-=-2,---1
aii

Ornek: Asagidaki denklem sistemini Gauss eleme yontemi ile ¢ozelim.

X, +2x, +2x; =11
2x, +3x, +3x, =17
6x, +3x, + 6x; =30

Cozim:

*  Ileri yonde eleme:

Islem 1: Dondiirme (pivot) elemani ain=1 dir. Tkinci denklemden x; elemek igin ilk denklem a2/
an=2 ile carpilir ve ikinciden gikarilir. Ugtincti denklemden xi elemek igin birinci denklem az1/
a;1=6 ile carpilir ve tictincli denklemden ¢ikarilir. Bu durumda denklem sistemi asagidaki gibi
olur.



X, +2x, +2x; =11
0-x,—x;=-5
0-9x, —6x, =-36

Islem 2: Burada déndiirme elemani ax dir. Uciincii denklemden x; elemek icin ikinci denklem
as/a»=9 ile carpilir ve ti¢tincti denklemden ¢ikarilir. Bu sekilde denklem sistemi {icgen bigimine
dontstiiriliir.

X, +2x, +2x; =11
-X, —Xx; =-5
3x;=9

Islem 3: Uctincii denklem x3 icin ¢ziiliir, x3=3.

*  Geri yerine koyma:
Islem 4: Uciincii denklemden bulunan c¢oéziim Xy =3 , ikinci denklemde yerine konarak x»

¢Oziiliir, Xy = 2.

Islem 5: Birinci denklemde x2 ve x3 degerleri yerlestirilir x1 ¢oziiliir. Boylece li¢ ¢ozim de

bulunmus olur,*t =

Genellestirme: Eleme siirecinde k. adimda asagidaki bagintilar1 elde ederiz.

(k=1)
a; .
ml.(k) = __ i=k+Lk+2,..,n
(k=1)
A

b =b* D —pF I m  i=k+1L,k+2,..,n

k) (k-1 k-1). (k . ..
aij. =a; )—b,;. m,.() i=k+Lk+2,...,n j=kk+1,..,n

* Kismi dondiirme



Gauss eleme yontemi kismi dondiirme (partial pivoting) ile uygulanabilir. Bu yontemi
(k=1)
uygularken belli bir asamada bolme isleminde kullandigimiz katsay1 D sifir ise veya ¢ok

kiicik ise bu yontem kullanilamaz hale gelebilir. Bu problemden kurtulmak igin dondirme
elemanini iceren stitundaki en biiyiik eleman bulunur ve bu satirlar yerdegistirilir. Boylece

mutlak degeri en biiyiik katsayiya boldtigtimiiz igin yuvarlama hatalar1 da azaltilabilir. Bu

*) 40 ) 40
durumda carpan ik =7k olarak bulunur.

Ornek: Asagida verilen denklem sistemini ¢6zelim.

-6x,+9x;, =-3
Tx, =5x, =3

5x, —8x, +6x; =4

Coziim: Denklem sistemi sifir dondiirme elemanina sahip (ann=0), bu nedenle kismi dondiirme
uygulariz.

0 -6 9 \(x -3

7 0 =5|x,|=|3

5 -8 6 )\x, -4
7 0 -5 X, 3
0 -6 9 | x,|=]|-3

* Birinci satir ile ikinci satir yerdegistirilir = -8 6 )\x -4
7 0 =5\x 3

-6 9 ||x,|=| -3
-8 9.57 )\ x, -6.14

* Sonra x; ti¢tincii denklemden elenir 2>

* Burada ikinci denklem as»/a»=-8/-6=4/3 ile carpilir ve 3. den ¢ikarilir.



70 =5\(x 3
0 -8 957 x,|=|-6.14

Boylelikle x; tictincti denklemden elenir - 0 0 1.82](x 1.61

Uctincii denklemden x3=0.88 bulunur. Bu deger ikincide yerine konursa x»=1.82 ve bunlar birinci
denklemde yerine konursa x1=1.06 elde edilir.

* Gauss eleme yonteminde ileri yonde eleme, geri yerine koyma ve
kismi dondiirme icin FORTRAN alt programlari

a) Gauss yontemi

subroutine gauss(a,b,n,x,tol,nhat)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(n,n),b(n),x(n),s(n)
nhat=0

doi=1,n

s(i)=abs(a(i,1))

doj=2,n

if(abs(a(i,j)).gt.s(i)) then
s(i)=abs(a(i))

endif

enddo

enddo

call IYE(a,s,n,b,tol,nhat)
if(nhat.ne.-1) then

call GYK(a,n,b,x)

endif

return

10



end

b) Ileri yonde eleme
subroutine IYE(a,s,n,b,tol,nhat)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(n,n),b(n),s(n)
do 30 k=1,n-1
call KD(a,b,s,n k)
if(abs(a(k,k)/s(k)).lt.tol) then
nhat=-1
go to 30
endif
do i=k+1,n
faktor=a(ik)/a(k k)
do j=k+1,n
a(ij)=a(ij)-faktor*a(k,)
enddo
b(i)=b(i)-faktor*b(k)
enddo

enddo
if(abs(a(k,k)/s(k)).1t.tol) nhat=-1
return

end

¢) Kismi dondiirme
subroutine KD(a,b,s,n k)

implicit real*8 (a-h,0-z)



dimension a(n,n),b(n),s(n)
np=k
buyuk=abs(a(k k)/s(k))
do ii=k+1,n
yedek=abs(a(ii k) /s(ii))
if(yedek.gt.buyuk) then
buyuk=yedek
np=ii
endif
enddo
if(np.ne.k) then
dojj=kn
yedek=a(np,jj)
a(np,ji)=a(kj)
a(k,jj)=yedek
enddo
yedek=Db(np)
b(np)=b(k)
b(k)=yedek
yedek=s(np)
s(np)=s(k)
s(k)=yedek
endif
return

end

d) Geri yerine koyma



subroutine GYK(a,n,b,x)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(n,n),b(n),x(n)
x(n)=b(n)/a(n,n)
doi=n-1,1,-1

top=0.

doj=i+1,n
top=top+a(i,*x()
enddo
x(i)=(b(i)-top) /a(i )
enddo

return

end

Determinant Hesabi1

Gauss Eleme yonteminin bir 6nemli 6zelligi de verilen matrisin determinantinin hesaplanmasini
kolaylagtirmasidir. Ust {icgen haline getirilen matrisin determinanti diagonal elemanlarinin

D=a,al)a --a’™" . . . .
carpimi olacaktir ( 1722733 m ). Burada determinantin isareti matrisi tiggen hale

getirirken kag kez satirlar1 degistirdigimize baghdir. Bir A matrisinin elemanlan (1,3,5,2,4,6,1,1,2)
olarak veriliyor, burada ilk ti¢ deger birinci stitundaki, ortadaki ti¢ deger ikinci siitundaki ve son
ti¢ deger de {ictincti stitundaki elemanlar1 gosterir. Verilen bu matrisin determinantin1 Gauss
eleme yontemi ile hesaplayan FORTRAN programi asagida verilmistir.

* FORTRAN program

implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(3,3)

data a/1,3,5,2,4,6,1,1,2/

13



tol=1.d-6
call determ(a,3,d,tol)
print*,"determinant=",d

end

subroutine determ(a,n,d,tol)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(n,n)

d=1.

do k=1,n-1

kn=k

xm=abs(a(k, k))

do i=k+1,n

if(abs(a(i k)).gt.xm) then
xm=abs(a(i,k))

kn=i

endif

enddo

if(k.ne.kn) then
d=d*(-1.)

doj=kn

b=a(k,j)

a(kj)=a(kn,j)

a(kn,j)=b

enddo

endif

if(xm.lt.tol) then

14



d=0.
return
endif
d=d*a(k, k)
do i=k+1n
doj=k+1,n
a(ij)=a(i,j)-a(ik)*a(k,)/a(k k)
enddo
enddo
enddo
d=d*a(n,n)
return

end

Program calistirildiginda verilen matrisin determinanti -2 olarak bulunur.

Matrisin Tersinin Hesabi1

Bu yontemle verilen bir A matrisinin tersi A matrisi hesaplanabilir. Bunun ig¢in AA-1=I
ozelligi kullanilir. Burada I birim matristir. Satir veya stitunlar1 birbirinden bagimsiz bir matrisin
(tekil-olmayan matris) tersinin bu yontemle hesabini anlamak icin asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek: Asagida verilen 2x2 karesel matrisin tersini bulalim.
1 3

A=
1 4
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Coziim: Bir C matrisinin bu A matrisinin tersi oldugunu diistinelim.

Tanim geregi A-1A=CA=I, burada matris carpimi1

¢ c1213=10
¢, ¢\l 4 0 1

ile verilir. Lineer denklem sistemi asagidaki gibidir.

citcip=1
3c11t+4c1=0
c21+c=0

3cotden=1
Burada denklem sistemi ¢oziilerek c11=4, c12=-3, c21=1, c22=-1 bulunur.

Verilen bir nxn A matrisi ve I birim matrisi olsun. Iki matrise de aymi anda aym satir
dontistimlerini uygulayalim, A matrisi birim matris haline geldiginde, I matrisi de A1 haline
gelecektir. Bu stireg ii¢ islemden olusmaktadir. Bunlar, normallestirme, eleme ve satir degistirme
islemleridir.

Ornek: Asagida verilen matrisin tersini hesaplayalim.
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Cizelge 2.1 Matrisin tersini bulmak icin Gauss yonteminin uygulanmasi

Verilen M matrisi ve

2 4 5 1 0 0
[ birim matrisi 1 23 010
M= 3 56 [= 0 0 1
Stitun 1: Dondirme elemani a;1=2
Birinci satir an=2 ile boliiniip, normalize edilmistir. 1 2 25 05 0 0
1 2 0 10
35 0 01
azn=0 olacak sekilde, birinci satir a» =1 ile ¢arpilip 2 25 05 0 0
ikinciden cikarilmastir.
0 05 -05 1 0
35 6 0 0 1
a31=0 olacak sekilde, birinci satir a1 =3 ile ¢arpilip 1 2 25 05 0 0
uciinctiden ¢ikarilmistir.
0 0 05 -05 1 0
0 -1 -15 -15 0 1
Stitun 2: Déndiirme elemani a»=0
a2=0 oldugundan ikinci satir ile i¢tincii satir 1 2 25 05 0 0
yerdegistirilmistir.
0 -1 -15 -1.5 0 1
0 0 05 -05 1 0
Ikinci satir a»p=-1 ile boliinerek normalize edilmistir. 1 2 25 05 0 0
0 1 15 1.5 0 -1
0 0 05 -05 1 0
a12=0 yapmak icin ikinci satir1 a;»=2 ile carpip 1 0 =05 -25 0 2
birinciden ¢ikarilmistur.
0 1 15 1.5 0 -1
0 0 05 -05 1 O
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Siitun 3: dondiirme elemani as3=0.5

Ucgiincii satir as3=0.5 ile boliinerek normalize 1 0 =05 -25 0 2
edilmistir.
01 1.5 1.5 0 -1
0 0 1 -1 2 0
a13=0 yapmak i¢in tiglincii satir1 a13=-0.5 ile garpip 1 0 O -3 1 2
birinciden ¢ikarilmastir.
0 1 1.5 1.5 0 -1
0 0 1 -1 2 0
a»=0 yapmak i¢in tiglincii satir1 a»=1.5 ile carpip 1 0 0 -3 1 2
ikinciden ¢ikarilmistir.
010 3 -3 -1
0 0 1 -1 2 0

M matrisi birim matrise doniisiirken I matrisi de M-1 matrisine doniisiir.

2 45 100 -3 1 2
123 010 3 -3 -1
w3 s 6) oo -1 2 0

Matris Carpiminin Sayisal Hesaplanmasi

A (nxm) ve B (mxI) gibi iki matrisi carpip elde edilen C (nx/) matrisinin elemanlarini

m

c; = 2 aikbkj
=1

bulan alt program asagidaki gibi yazilabilir:

* FORTRAN programi

Subroutine mcarp(a,b,c,m,n,l)
doi=1,n

doj=1,1
18




top=0.

do k=1,m
top=top+a(i,k)*b(k,)
enddo

c(ij)=top

enddo

enddo

return

end

Tekrarlamali Yontemler

Lineer denklem sistemleri tekrarlama yontemleri ile ¢oziilebilir. Dogrudan uygulanan
yontemlerden farkli olarak baslangicta x; tahminleri ile baslayip gerekli duyarliik elde
edilinceye kadar stireg¢ devam eder. Eger katsayilar matrisi A diagonal olarak baskin ise, yani

n
@i > Y, ‘%‘

i=li=j

bagintis1 saglaniyorsa yakinsayan bir islem vardir.

Jacobi Yontemi

Jacobi yontemi en basit tekrarlamali yontemlerden biridir. Islemler baslangicta x1M, x2(),..., xn(®
degerlerini tahmin etmekle baslar. Bunlar, x1(W=b1/a11, x2W=bz/az ,..., xn()=bn/ann ile verilir.
Bundan sonra ikinci tahminler gelir

(2) Q] Q)] )

X7 =(b —apx, —apx;’ —...-a,x,")/ a,
(2) Q)] 1) 1)

X0 =(by —ayx;’ —apx;’ —...—a,,x,") a,
2) _ @) Q) €8

xn - (bn - anl'xl - an2x2 T T ann—l‘xn—l ) / ann
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bu denklemler daha kapali bigimde yazilabilir.

Bu yontemin yakinsaklik kosulu
4 [ | =12,

ile verilir, burada ¢ istenen toleranstir.

Odev: Asagidaki lineer denklem sistemini Jacobi yéntemi ile ¢oziiniiz.

10x, +2x, +3x, =11
X, +5x, +2x; =20

3x, +2x, + 6x; =12

Yol gosterme: Jacobi yontemini uygulayabilmek i¢in 6nce, katsayilar matrisinin diagonal baskin
oldugunu kontrol ediniz. Coztim igin ilk tahminleri bulunuz. Sonra tekrarlama bagintilarim
kullanarak ¢oztimleri elde ediniz. Bu yontemde tekrarlama sayisi arttikca ¢oziimler dogru
degerlere yaklagsmaktadir.
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