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KONU 4

LINEER DENKLEM SISTEMLERININ
COZULMESI II

Gauss-Seidel Yontemi

Bu yontem Jacobi yonteminin biraz degistirilmesi ile elde edilmis tekrarlamali bir yontemdir.
Lineer denklem sisteminin ¢oztimleri icin ilk tahminler aynen uygulanir, fakat ikinci ve diger
tahminler en son hesaplanan tahminler kullanilarak uygulanr.
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Yukaridaki bagintidan da goriilecegi gibi i=1 oldugunda sag-tarafta sadece (k) tis indisi
gelmektedir ve i=n oldugunda ise sadece (k+1) tis indisi gelir. Burada i'nin 1 ile n arasindaki ara
degerlerinde hem (k), hem de (k+1) iis indisli terimler gelmektedir. Gauss-Seidel yontemi Jacobi
yontemine gore daha hizli yakinsamaktadir. Yontemi uygulayan alt program asagidaki gibidir.

* FORTRAN altprogram
Subroutine GS(a,b,n,x,iterm,tol)

implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension a(n,n),b(n),x(n)
Logical fl, tolex

iter=0

tolex=.true.

doi=1n



top=0.

Doj=1n

if(i.ne.j) then
top=top+abs(a(i,j))
endif

enddo
if(abs(a(i,i)).lt.top) then
fl=.true.

print*i,". diagonal baskin degil !"
endif

enddo

if(fl.eqv..true.) then
doi=1,n

do k=in
if(abs(a(k,i)).gt.abs(a(i,i))) then
dol=1,n

gec=a(k,l)

a(kl)=a(,l)

a(il)=gec

enddo

gec=Db(k)

b(k)=b(i)

b(i)=gec

endif

enddo

enddo

endif



doi=1,n
x(i)=b(i)/a(i,i)
enddo
do while(tolex.eqv..true..and.iter.It.iterm)
doi=1n
x0=x(1)
tolex=.false.
top=Db(i)
doj=1n
if(i.ne.j) then
top=top-a(i,j)*()
endif
enddo
x(i)=top/a(i,i)
if(abs(x(i)-x0).gt.abs(xo*tol)) then
tolex=.true.
endif
enddo
iter=iter+1
enddo
return

end

Bu alt program Ax=B seklindeki denklem sistemini ¢ozer. Girdi parametreleri: n denklem sayisi,
a(nn) katsayilar matrisi, b(n) esitligin sagindaki vektor, tol istenen tolerans, iterm maksimum
iterasyon sayisidir. Cikt1 parametresi ise x(n) dir.

LU Ayristirma Yontemi



Bir A matrisi asag1 ticgen matris (L) ile yukar1 tiggen matrisin (U) ¢arpimi seklinde yazilabilir. Bu
durumda Lineer denklem sistemi

Ax =B
(LUX=B
L(Ux)=B

seklinde yazilabilir. Burada once y igin Ly=B denklemini, sonra x ¢dziimleri igin de Ux=y
denklemini ¢ozmeliyiz. Bu islemler icin ¢arpimlar1 A matrisini verecek L ve U matrislerini
bulmaliyiz. A matrisinin LU ayrismasi yapildiktan sonra ¢oziimler geri yerine koymakla
bulunabilir. LU algoritmasina goére N2+N bilinmeyen iceren N2 denklem yazilabilir:

N
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|

Burada kolay ¢6ziim bulmak icin keyfi olarak u;=1 veya ;=1 alinabilir.

ay 4dp a3 4y Ly 0 0 O\u, u, u; uy,
ay Ay Ay dy _ Ly Ly 0 0] 0 uy wuy uy
a3 43 4z Ay Ly Ly Ly 00 0 wuy uy
Ay Ay dyy dy Ly Ly Ly I\ O 0 0 uy,

Boylece diger elemanlar asagidaki ifadelerle belirlenebilir, burada [;=1 alinmistir.
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Bu islemler genellestirilerek asagidaki formulleri buluruz.

i-1

u, =a, —Zlikukj , Jj=Li+l-n
=1

Uy
k-1
a _El_/iuik
Ly = =l , j=k+Lk+2--.n
Uy

Benzer sekilde bu islemler u;; =1 (Crout ayristirmasi) alinarak da genellestirilebilir.
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Bu durmda LU ayristirmas: yonteminin uygulandigi FORTRAN alt programi asagida
verilmistir.

* FORTRAN alt programlar:

Subroutine LU(a,b,n,tol,x,nhat)
implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension o(n),s(n),x(n)
nhat=0

Call AY(a,n,tol,0,s,nhat)
If(nhat.gt.-1.ornhat.lt.-1) then
Call YK(a,on,b,x)

Endif

Return

End

Subroutine AY(a,n,tol,0,s,nhat)
implicit real*8 (a-h,0-z)

Dimension a(n,n),o(n),s(n)



10

S(i)=abs(a(i,1))
Doj=2n
If(abs(a(ij)).gt.s(i)) then
S(i)=abs(ai})
Endif
Enddo
Enddo
Do 10 k=1,n-1
Call DY(a,0,s,n,k)
If(abs(a(k,k))/s(k).lt.tol) then
nhat=-1
print*,a(k k) /s(k)
go to 10
endif
do i=k+1,n
faktor=a(i,k)/a(k k)
a(ik)=faktor
doj=k+1,n
a(ij)=a(ij)-faktor*a(k,j)
enddo
enddo

continue
if(abs(a(kk)/s(k)).1t.tol) then
nhat=-1

print* a(k,k)/s(k)



endif

return

end

subroutine DY (a,0,s,n,k)
implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension a(n,n),o(n),s(n)
np=k
buyuk=abs(a(k,k)/s(k))
do ii=k+1,n
yedek=abs(a(ii k) /s(ii))
if(yedek.gt.buyuk) then
buyuk=yedek
np=ii
endif
enddo
yedek=o(np)
o(np)=o(k)
o(k)=yedek
return

end

subroutine YK(a,o,n,b,x)
implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension a(n,n),b(n),x(n)
doi=2,n

top=Db(i)
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doj=1,i-1
top=top-a(i,j)*b(j)
enddo

b(i)=top

enddo
x(n)=b(n)/a(n,n)
doi=n-1,1,-1
top=0.

doj=i+1n
top=top-+a(i)*()
enddo
x(i)=(b(i)-top) /a(i )
enddo

return

end

Bu yontemde A matrisinin boyutu ve elemanlar1 disaridan girilebilir. Bunun icin bir girdi
dosyast bu programin okuyacagi sekilde hazirlanabilir. Ana programda bu dosya acilip
dosyadan uygun okuma yapilabilir.

Karmagik Say1 Iceren Matrislerle Islemler

Karmasik denklem sisteminin (Cz=W) dogrudan ¢oztimii icin degiskenler veya matrisler
karmasik sayr olarak tanimlanmalidir. FORTRAN’da karmasik sayr degiskenler complex
deyimiyle tanimlanabilir, kullanimda ise z=cmplx(x,y) kullanilir. Burada x ve y gercel
degiskenlerdir. Karmasik degiskenler z=x+iy seklinde, matrisler C=a+ib ve W=u+iv seklinde

*
|Z| =+zz

tanimlanir. Mutlak degeri ise abs fonksiyonu ile olacak sekilde hesaplanur.
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Karmasik sayilarla islem yapmak yerine, gergel sayilarla islem yapilmak istenirse, n karmasik
denklem sistemi, 2n gercel denklem sistemine donustiiriilebilir. Bu durumda

Ax-By=U

Bx+Ay=V

denklem sisteminin ¢6ztimii yapilmalidir.

Fizikte Uygulamalar

Ornek Problem 1: 12 voltluk bir dogru akim kaynagmdan beslenen {ig-halkali bir direngli
elektrik devresinde Kirchoff kurallarmma gore halka akimlar: icin asagidaki denklem sistemi
verilmistir.

71, =21, -4, =12
—21,+131, =61, =0
—41, 61, +131, =0

Halka akimlarimi Gauss eleme yontemine gore ve Gauss-Seidel yontemine gore hesaplayiniz ve
sonuclarinizi yorumlayimiz.

Coziim: Problemin denklem sistemini matris formunda yazabiliriz, RI=V. Burada R matrisi
direngleri verir. V matrisi de kaynak gerilimleridir. I matrisi de halka akimlarin1 gosterir. Gauss
eleme yontemi ile problemi ¢6zmek icin asagidaki ana programi yazabiliriz.

* FORTRAN ana programi

Program Elk
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension r(3,3),v(3),x(3)

datar/7.,-2.-4.-2.13.,-6.,-4.,-6.13./
12



data v/12.,0.,0./

tol=1e-6

call gauss(r,v,3,x,tol,nhat)
write(*,*) "I=",x

end

Ana programda r(3,4) matrisinin elemanlar: girilmistir. Program gauss alt programu ile birlikte
derlenerek calistirildiginda #1=2.775 A, =1.043 A, i3=1.335 A olarak bulunur. Elektrik
devresindeki kaynak gerilimi 12 Volttur. Direnglerin degerleri kiictik oldugundan halkalardaki
akimlar amper civarinda olacaktir. Bu akimlar biiyiikten kiictige dogu I1>I3>1> seklinde siralanir.

Gauss-Seidel yontemine gore problemin ¢oztimii asagidaki programla yapilabilir.

* FORTRAN ana programi

implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension r(3,3),v(3),x(3)
datar/7.,-2.-4.,-2.13.,-6.,-4.,-6.13./
data v/12.,0.,0./
iterm=10
tol=1e-6
call GS(r,v,3,x,iterm,tol)
print*,"x=",x

end

Program GS alt programu ile birlikte derlenerek calistirildiginda 11=2.770 A, 12=1.040 A ve
[3=1.332 A elde edilir. Burada 10 iterasyon sonucu yazilmistir. Eger iterasyon sayis1 20 alinirsa o
zaman Onceki programda Gauss eleme yonteminden bulunan sonug ile ayn1 sonucu elde ederiz.
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Ornek Problem 2: Ug kiitle, Sekil 2.2'de gosterilen yay
sitemine diisey olarak hareket edecek sekilde
baglanmustir. Kutleler m;=1 kg, m»=1.5 kg, ms=1.25 kg
ve yay sabiti k=5 kg/s?. Sistem serbest birakildiginda 4,
kiitleler dtisey yonde hareket etmektedir. LU
ayristirma yontemini uygulayarak yerdegistirmeleri
(21, x2, x3) ¢Ozlinuiz.

Coziim: Herbir kiitle igin hareket denklemleri yazilirsa

Sekil 2.2. Kiitle yay sistemi

2
m, d )zcl =2k(x, —x,)—kx, + m,g
dt
d’x
m, dl‘22 =k(xy —x,)=2k(x, —x,)+m,g
d’x
ms d123 =—k(x; —x,) +myg

elde edilir. Sistem durgun hale geldiginde kiitlelerin hizlar1 ve ivmeleri sifir olur. Bu durumda
lineer denklem sistemi

3kx, -2kx, =mg
= 2kx, +3kx, —kx; =m,g
— kxy + koey = myg

seklinde veya matris notasyonunda Kx=W vyazilabilir. Burada K ve W matrislerinin
elemanlarinin sayisal degerleri

15 -10 O 9.8
K=(-10 15 =5 , W=|147
0 -5 5 12.25
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seklindedir. LU ayristirma yonteminde K=LU yazilarak L ve U matrislerinin elemanlar1 bulunur.
Bir ana programdan 6nce LU yontemi ¢agrilir, sonra LU yontemi iginde ayristirma, dondiirme
ve yerine koyma islemleri icin ilgili altprogramlar ¢agrilir. Bu alt programlar énceki sayfalarda
verilmistir.

* FORTRAN program

program KYS

implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension a(3,3),b(3),x(3)

data a/15.,-10.,0.,-10.,15.,-5.,0.,-5.,5./
data b/0.98,1.47,1.225/

tol=1e-6

call LU(a,b,3,tol,x,nhat)
print*,"x=",x

end

Bu program onceki alt programlarla birlikte calistirildiginda x1=0.7350 m, x2=1.0045 m ve
x3=1.2495 m elde edilir.

OZET

Lineer cebirsel denklemlerde verilen a ve ¢ degerleri icin xler ¢oziiliir. Bu
uygulamanin grafiksel gosterimi sekilde verilmistir.
anxitapxe=ci

azix1tanxe=c
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