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UYGUN EGRININ BULUNMASI ve INTERPOLASYON
I

Fiziksel sistemlerin davranisini anlatmak icin matematiksel modeller gelistirilir. Belirli verilerin
dagilimina bakarak veri kiimesinde gegerli olacak fonksiyonun bulunmasi istenir. Burada uygun
egrinin bulunmas: (fit) ve interpolasyon teknikleri verilecektir. Basit bir fit fonksiyonu iki
belirsiz katsayidan (a0 ve a1) olusmaktadir, buna 6rnek olarak y=f(x)=ao+a1x fonksiyonunu
verebiliriz. Bu boliimde kullanilacak yontemler, lineer regresyon analizi, lineerlestirme yontemi,
polinom regresyon yontemi, interpolasyon, lineer interpolasyon, ikinci mertebeden polinomlar
yontemi, ytiksek mertebeden lagrange polinomlari yontemi ele alinmistir. Konu ile ilgili
uygulamalar ve 6rnek problemler verilmistir.

Bir gozlem veya deneyden elde edilen veri noktalar1 deneysel hata icermektedir, bunlar bazen
ihmal edilemeyecek kadar biiytik de olabilir. Bu durumda herbir veri noktasindan ge¢mesi
gerekli olmayan fakat bu noktalarin miimkiin oldugu kadar yakinindan gecen, verilerin genel
dagilimina uyan bir egrinin bulunmasi gerekmektedir. Bu yaklasim en kiiciik kareler regresyonu
olarak adlandirilir. Eger veriler ¢ok yiiksek dogrulukla elde edilmis ise bu durumda her bir veri
noktasindan gecen bir fonksiyon, genellikle bir polinom, arariz. Bu polinoma interpolasyon
polinomu ve kesin bilinen veri noktalar1 arasinda kalan noktalardaki degerleri elde etme
islemine de interpolasyon denir.

Lineer Regresyon

Fen ve Miihendislikte cogunlukla degiskenler tizerine yapilan 6l¢timleri iceren deneyler
gerceklestirilir. Bu degiskenler x ve y olsun, bunlar arasinda lineer bir bagint1 varsa, ao
kesim noktasi ve a1 de dogrunun egimi olmak tizere

y=a,+ax

yazilabilir. Bu sabitler, fit edilen dogrunun veri noktalarindan miimkiin oldugu kadar az
hata ile gececek sekilde secilmistir. Bir dogrunun bazi deney verilerinden gegisi Sekil 3.1
de gosterilmistir. Burada x veri noktalar1 1.0, 2.0, 3.0, 4.0, 5.0, 6.0 degerlerini almakta ve y
degerleri de 8.54, 10.56, 13.42, 16.23, 18.66, 21.30 olmaktadir. Buna gore x=1.5
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noktasindaki y degeri interpolasyon ile bulunabilir. Grafikten ao ve a1 sabitleri
bulunduktan sonra elde edilen y=f(x) bagintisinda x=1.5 degeri icin y'nin aldig1 deger
f(1.5) bulunabilir.

Regresyonda en ¢ok kullanilan yontemlerden biri kiictik kareler yontemidir. Bu yontem
her veri noktasindaki degerler ile fit edilen egrinin degerleri  arasindaki farkin

toplaminin minimum yapilmasi ilkesine dayanar.
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Sekil 3.1 Bir dogrunun deney verilerine fit edilmesi
Hesaplanan (veya tahmin edilen) degerler asagidaki denklem ile verilsin:

Vi =4, +ax,

Bu teorik ifadede ap ve a; bilindiginden biitiin x degerlerine karsi gelen y degerleri
hesaplanabilir. Deney verisi noktas:t (xy;) bu teorik dogruya i. noktada belirli bir o;
uzaklikta olacaktir. Her bir deney noktasinda bu §; ler bulunup toplamlar: yapilabilir.
Burada verilen tanimlar $ekil 3.2 tizerinde gosterilmektedir.

Deney verisi

y. N

\Regresyon dogrusu

Sekil 3.2. Regresyon dogrusu ve (xi,:) noktasindaki 6; hatasinin gosterimi



Sapmalarin karelerinin toplami

n
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ile verilir. Burada ap ve a1 sabitleri S'yi minimum yapacak sekilde
minimum yapmak i¢in 4o ve a1 e gore kismi tiirevlerine bakmaliy1z.
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Buradan elde edilen denklem sistemi asagidaki gibidir.
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Bu denklem sisteminin ¢oztimiinden katsayilar
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belirlenir. S'yi

olarak bulunur. Korelasyon katsayisi (r), deney verilerinin bir dogru ile ne kadar iyi
temsil edildiginin bir 6lgtistdiir, ve degeri -1 ile 1 araliginda degisir. Bu r degeri -1 veya
+1 ‘e yakin ise x ile y arasinda giticlii bir lineer iliski oldugunu gosterir. Ayrica, x ile y
arasinda bir bagint1 yoksa veya lineer degilse, o zaman r sifira yakin olacaktir. Burada

kullanish ifadeler

n

E(yi _)A/i)z
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y —-_—
burada ortalama
hatasidir:

|
Sj =n—226i2

Burada n-2"ye boliinmesinin nedeni, ap ve a1 degerlerinin S hesabz igin kullanilmasindan
dolay1 hesapta iki serbestlik derecesi azalmis olmasidir. Baska bir nedeni ise iki noktay1
birlestiren bir dogru igin veri yaylimindan bahsedilememesidir. Iyi bir fit igin 12, 1’e
yakin, se2 ise 0’a yakin olmalidir.

Yi
=1 olarak tanimlanir. Bagka bir ifade ise se tahmininin standart

S |~

Ornek: Asagidaki Cizelge 3.1'de verilen x ve y degerlerine bir dogruyu fit ederek lineer
regresyon analizi yapinz.

Cizelge 3.1 Olgiim sonuglarmi gosteren veriler

i 1 2 3 4 5 6
Xi 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Vi 8.54 10.56 13.42 16.23 18.66 21.30

Coziim: Verilenler i¢in n=6 kullanarak,
Ex,. =21.0, Eyi =88.71, ve Exf =910, Ex,.y,. =355.94

bulunur. Fit fonksiyonundaki katsayilar a1 ve ap asagidaki gibi bulunur.

_ 6(355.94) - 21(88.71)
T 6(91.0) - (21)

_ 88.71-2.9743(21.0)
6

=5.694

=259743, a,

1

Boylece yukarida verilere fit edilecek dogrunun denklemi

v =2.59743x +5.694

olarak verilir. Burada 72 ve s¢2 yi hesaplayalim. Windows Office paketinin Excel
programi veya Linux OpenOffice veya Koffice paketlerinin Spreadsheet programi
kullanilarak asagidaki Cizelge 3.2 olusturulabilir. Cizelge 3.2’den tahminin standart
hatasinin s, < S (toplam standart sapma) oldugu goriliir, bu ise lineer regresyon
modelinin 6nemli (uygulanabilir) oldugunu gostermektedir.

Cizelge 3.2 Lineer regresyon analizi ve korelasyon katsayisinin hesaplanmasi



i 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,0000 6,0000
Xi 1,0000 2,0000 3,0000 4,0000 5,0000 6,0000
yi 8,5400 10,5600 13,4200 16,2300 18,6600 21,3000
;2 1,0000 4,0000 9,0000 16,0000 25,0000 36,0000
yi? 729316  111,5136  180,0964  263,4129  348,1956  453,6900
Vi 8,2914 10,8889 13,4863 16,0837 18,6812 21,2786
(yi-yi)? 0,0618 0,1081 0,0044 0,0214 0,0004 0,0005
Zxi Zyi 2xi? ZXiyi Ty Z(Fey)? Z(yi- )
21,0000 88,7100 91,0000 3559400 1429,8401 0,1966  118,2628
ai ao r Se
2,5974 5,6940 0,9992 0,2217

Ornek Program: Basit regresyon ve korelasyon katsayilarini hesaplayan FORTRAN
programi asagida verilmistir.

* FORTRAN program
Dimension x(6),y(6)

Open(1,file="veri.txt")
Data tx,ty,txk,tyk,txy/5*0./,n/6/
do 10i=1,6
read(1,%)x(i),y(i)
write(*,*)x(i),y (i)

10 continue
do15i=1,6
tx=tx+x(i)
ty=ty+y(i)
txk=txk+x(i)**2
tyk=tyk+y(i)**2

15 txy=txy+x(i)*y(i)

orx=tx/n



ory=ty/n

xork=orx**2

york=ory**2

tsxk=txk-n*xork

tsyk=tyk-n*york

tsxy=txy-n*orx*ory

bl=tsxy/tsxk

bO=ory-b1*orx

corr=tsxy / ((tsxk**0.5)*(tsyk**0.5))
30 format(//,3x,/Regresyon denklemi:

+ y= 474+ £7.4X,
+  //3x,Korelasyon katsayis1=",{7.4)

write(*,30)b0,b1,corr
stop

end

Program calistirildig1 zaman verilere bagl olarak cikt1 asagidaki gibi olacaktur.

1. 8.53999996
2. 10.5600004
3. 13.4200001
4. 16.2299995
5. 18.6599998

6. 21.2999992

Regresyon denklemi y= 5.6940+ 2.5974x ve korelasyon katsayisi= 0.9992 bulunur.

Lineerlestirme



Baz1 problemlerde veriler lineer bir dagilim gostermeyebilir. Bu durumda verilerin
lineer olmayan bir fonksiyona fit edilmesi gerekir. Cogu durumda bu fonksiyon
logaritmik yontem kullanilarak lineerlestirilebilir Bundan sonra regresyon analizi
yapilabilir. (")rnegin, (xi,yi) verileri lineer olmayan bir modelle tanimlanabilir:

— <
y=Cpx

Her iki tarafin logaritmasi alinarak

Iny=Inc, +c¢c Inx

bicimine dontsttirtilir. Burada y'=Iny, ao'=Inco, a1'=c1 ve x’=Inx yazilarak lineerlestirme
tamamlanmus olur, y'=a¢’+a1’x’. Boylece lineer regresyonda veri noktalar1 (x;yi) yerine
(Inx;Iny;) alinmis olacaktir. Daha sonra lineer olmayan denklemdeki bilinmeyenler

ag

c, =e : — ey .
0 ve c1 bulunarak yerine yazilir ve ¥ =€ ¥ fonksiyonu bulunur.

Polinomlarla Regresyon

En kiictik kareler yontemini genisleterek, verilen veri kiimesini ikinci, tigtincti, ve daha
yliksek mertebeden polinomlarla fit edecek sekilde bir yontem gelistirebiliriz. Bu
yontem Ozellikle lineer olmayan veya fonksiyonlar durumunda kullanishidir. Burada
regresyon katsayilar1 tahmin edilen degerler ile deneysel degerlerin arasindaki
sapmalarin karelerinin toplamini minimum yapacak sekilde secilir. Ornek olarak, ikinci
mertebeden bir polinoma fit yaptigimizi distintirsek, o zaman minimum yapilacak
fonksiyon

S = 2()’,' -4, _alx_aZXiz)z

ile verilir. S(ao,a1,a2) fonksiyonunun aom ve ay’ ye gore kismi tiirevleri alinarak bir
denklem sistemi olusturulur. Bu denklem sistemi asagidaki matris biciminde yazilabilir.

3 YL
i i i 1 YiX;
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Regresyon polinomundaki katsayilar bu denklem sistemi ¢oziilerek bulunur. Coztim
yontemi olarak cesitli yontemler, 6rnegin daha onceki boltimlerde verilen Gauss eleme
yontemi, kullanilabilir.

Ornek problem: Asagidaki Cizelge 3.3’de verilen verileri kullanarak en iyi fit
paraboliinti bulunuz.



Cizelge 3.3 Polinomlarla fit edilebilecek deney verileri

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xi 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
Vi 1.5 3.0 3.5 3.0 1.5 -1.0 |-45 |-9.0 |-145 |-21.0 |-285

Coziim: Cizelgedeki degerler kullanilarak polinomun katsayilari icin denklem sistemi
asagidaki gibi yazilabilir.

11.0 275 96.25 \/a, -66.0
275 96.25 37813 || a, |=| -330.0
96.25 378.13 1583.31/\ a, -1509.75

Bu matris sistemi katsayilar icin ¢oztilerek ao=1.5, 21=4.0 ve a>=-2.0 bulunur. $Sekil 3.3’de
cizelgedeki veriler ve fit fonksiyonunun grafigi birlikte gosterilmistir.

Yiiksek mertebeden polinomlara fit yapma islemi de burada verilen yontemle
yapilabilir. Genellikle 4-boyuttan fazla polinom regresyonu tercih edilmez. Ctinkii, ¢cok
yiiksek boyutlu polinomlara fit yapmak hem yuvarlama hatalarinin artmasina hem de
veriler arasinda sahte egrilere ve egri boyunca titresimlere yol acabilir.
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Sekil 3.3 Veri noktalari ve fit fonksiyonunun (y=1.5+4x-2x2) grafigi.

Interpolasyon

Deneyler genellikle degiskenlere ve bazi parametrelere bagli olarak ancak sinirh
sayllarda yapilabilmektedir. Degiskenlerin veya parametrelerin her bir degeri icin deney
yapmak biiyiik masraflar gerektirdiginden ve bazen de imkansiz oldugundan, ancak
elde edilen smirl sayidaki veriler kullanilarak bir olay hakkinda analiz yapilmaya
calisilir. Deney verileri deneysel hatalar1 da igermektedir. Bu durumda deney
noktalarindan ge¢mesi zorunlu olmayan fakat hatalardan gegen bir egrinin bulunmasi
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istenir. Veri noktalar1 kesin olarak bilindiginde egrinin bu noktalardan ge¢mesini
istemeliyiz. Bu sekilde bulunan polinom fonksiyonuna interpolasyon fonksiyonu denir.
Dogrulugu bilinen noktalar arasindaki ara degerleri elde etme islemine de interpolasyon
denir. Interpolasyonun en ©nemli kullanim yeri cizelgede verilmis verilerden ara
degerlerin elde edilmesidir. Diger kullanimi ise bilinen bir f(x) fonksiyonunun,
hesaplanmas1 daha kolay bir g(x) fonksiyonu ile yaklasik olarak temsil edilmesidir, Sekil
3.4.

g(x) Interpolasyon fonksiyonu
f(x)

Orijinal fonksiyon
9(x)

g(Xi+1)

Sekil 3.4 Bilinen g(x) fonksiyonu yerine f(x) fonksiyonunun kullanilmasi
Interpolasyon polinomu birinci mertebeden ise bilinen lineer interpolasyon ile

karsilasiriz. Veri noktalarmi diiz ¢izgilerle birlestirebiliriz. Bu durumda interpolasyon
fonksiyonu

f(x)=a,+ax

almir. Buradaki ao ve a1 katsayilar: f(x;) fonksiyonunun x; ve xi+1 noktalarindan ge¢cmesi
gerektigi dustintilerek hesaplanabilir.

_ xi+1f(xi)_xif('xi+l)

' Xy —X;
S - S(x)
a. =

1

Xipt =X

Bu katsayilar yerine konuldugunda interpolasyon fonksiyonu

S () = (X))

i+l i

S(x) = f(x;)+ (x-x,)

ile verilir. Bu ifade biraz farkli diizenlenirse Lagrange birinci mertebe interpolasyon
fonksiyonu elde edilir.
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X=X
X —

X, X

i i+l i+l
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Lineer interpolasyon ancak veriler birbirine yakin ise iyi sonug verir. Veriler birbirinden
uzak ise bu durumda daha yiiksek mertebeden polinomlarla interpolasyon islemiyle
ilgilenilir.

Ornek Program: Polinom interpolasyonu ile sin(x) fonksiyonunun 0 ile m arasinda
kesikli degerlerinin hesaplanmasi ve exp(x) fonksiyonunun 0 ile 1 araliginda
degerlerinin hesaplanmasi ile ilgili FORTRAN program asagida verilmistir.

* FORTRAN programi

program intpol
integer np
real pi
parameter(np=10,pi=3.1415926)
integer i,n,nfunc
real dy,f,x,y,xa(np),ya(np)
write(*,*) 'Interpolasyon tablosu '
write(*,*) ' ... sin(x) 0<x<pi'
write(*,*) ' ... exp(x) 0<x<1'
write(*,*) 'Bu tabloda kac girdi olacak? (not: n<10)'
read(*,*) n
do 14 nfunc=1,2
if (nfunc.eq.1) then
write(*,*) 'Sinus fonksiyonu: 0-pi'
do11i=1,n
xa(i)=i*pi/n
ya(i)=sin(xa(i))
11 continue
else if (nfunc.eq.2) then

write(*,*) 'Ustel fonksiyon: 0-1'
12



do12i=1n
xa(i)=i*1.0/n
ya(i)=exp(xa(i))
12 continue
else
stop
endif
write(*,'(t10,a1,t20,a4,t28,a13,t46,a5)")
'x','f(x)','interpolasyon','hata'
do 13i=1,10
if (nfunc.eq.1) then
x=(-0.05+1/10.0)*pi
f=sin(x)
else if (nfunc.eq.2) then
x=(-0.05+i/10.0)
f=exp(x)
endif
call orintpol(xa,ya,n,x,y,dy)
write(*,'(1x,3f12.6,e15.4)") x,,y,dy

13  continue

write(*,¥) * * o * *!
write(*,*) 'RETURN tusuna basin'
read(**)

14 continue

end

subroutine orintpol(xa,ya,n,x,y,dy)
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integer n,nmax
real dy,x,y,xa(n),ya(n)
parameter (nmax=10)
integer i,m,ns
real den,dif,dift,ho,hp,w,c(nmax),d(nmax)
ns=1
dif=abs(x-xa(1))
do11i=1n
dift=abs(x-xa(i))
if (dift.1t.dif) then
ns=i
dif=dift
endif
c(i)=yai)
d()=ya(i
11 continue
y=ya(ns)
ns=ns-1
do 13 m=1,n-1
do 12 i=1,n-m
ho=xa(i)-x
hp=xa(i+m)-x
w=c(i+1)-d(i)
den=ho-hp
if(den.eq.0.)pause 'intpol. da hata !'
den=w/den

d(i)=hp*den
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c(i)=ho*den

12 continue
if (2*ns.Jt.n-m)then
dy=c(ns+1)
else
dy=d(ns)
ns=ns-1
endif
y=y+dy

13 continue
return

end

Program calistirildiginda veri tablosunda kag girdi oldugu sorulmakta ve veri noktasi
say1st n=3 girildiginde asagidaki cikt1 elde edilmektedir.

Sinus fonksiyonu 0-pi

X f(x) interpolasyon  hata
0.157080 0.156434 0.185113 -0.6809E+00
0.471239 0.453990 0.496882 -0.3691E+00
0.785398 0.707107 0.730709 -0.1353E+00
1.099557 0.891007 0.886594 0.2057E-01
1.413717 0.987688 0.964536 0.9851E-01
1.727876  0.987688 0.964536 0.9851E-01
2.042035 0.891007 0.886594 0.2057E-01
2.356194 0.707107 0.730709 -0.1353E+00
2.670354 0.453991 0.496882 0.1072E+00

2984513 0.156435 0.185113 0.5521E-01
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Ustel fonksiyon 0-1
X f(x) interpolasyon  hata
0.050000 1.051271 1.098047 0.1717E+00
0.150000 1.161834 1.185050 0.9310E-01
0.250000 1.284025 1.291711 0.3413E-01
0.350000 1.419068 1.418031 -0.5188E-02
0.450000 1.568312 1.564009 -0.2485E-01
0.550000 1.733253 1.729646 -0.2485E-01
0.650000 1.915541 1.914940 -0.5188E-02
0.750000 2.117000 2.119894 0.3413E-01
0.850000 2.339647 2.344505 -0.2703E-01

0.950000 2.585710 2.588775 -0.1392E-01

* *% *% *% *% *

Buradaki degerleri kullanarak sintis fonksiyonu icin grafik cizilirse n=3 alindiginda
interpolasyonun iyi olmadig1 goriiliir, Sekil 3.5. Eger n=9 almirsa verileri cok iyi
tanimlayan bir egri elde edilir, Sekil 3.6.

Sinus fonksiyonu 0-pi

X f(x) interpolasyon  hata

0.157080 0.156434 0.156436 0.5028E-04
0.471239 0.453990 0.453990 -0.3315E-05
0.785398 0.707107 0.707107  0.6029E-06
1.099557 0.891007 0.891006 -0.1623E-06
1.413717 0.987688 0.987688 0.3706E-07
1.727876  0.987688 0.987688 0.3704E-07
2.042035 0.891007 0.891007 -0.1625E-06

2.356194 0.707107 0.707107  0.6047E-06
16



2.670354 0.453991 0.453991

-0.3320E-05

2984513 0.156435 0.156434 -0.2999E-05

* *%

*

*

Ustel fonksiyon 0-1

X

0.050000

0.150000

0.250000

0.350000

0.450000

0.550000

0.650000

0.750000

0.850000

0.950000

f(x)

1.051271
1.161834
1.284025
1.419068
1.568312
1.733253
1.915541
2.117000
2.339647

2.585710

*

*

interpolasyon  hata

1.051273

1.161834

1.284026

1.419067

1.568312

1.733253

1.915541

2.117000

2.339647

2.585710

*%h% *h%

*% *%

*% *%

0.7595E-06

0.4368E-07

0.8988E-08

-0.3323E-08

0.5615E-09

0.5791E-09

-0.2417E-08

0.1004E-07

-0.3210E-07

-0.1088E-06
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Sekil 3.5 Sinus fonksiyonu verileri ve interpolasyon egrisi, n=3 alinmustir.
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Sekil 3.6 Sinus fonksiyonu verileri ve interpolasyon egrisi, n=9 alimmustur.
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