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UYGUN EGRININ BULUNMASI ve INTERPOLASYON
I

Lagrange Polinomlar1

Genellestirme yapilirsa n. mertebeden Lagrange interpolasyon polinomu igin
S () = Lo(x0) S (x0) + L () f () + Ly () f(x) + -+ L, (%) f(x,) = 2 L, (x)f(x;)

yazilabilir. Li(x) fonksiyonu

L(x)= (x = x)(x =x )(x = x,) - (x=x,  )(x - x,) _ T XX
l O = x0)0x; = xp) 0y =X, )(x; = xp,) (%, - x,) H X = X;
Jei

ile verilir. Ozel degerlerde bu fonksiyonun ozellikleri kullanilarak, x=x; igin
Li(x)f(xi)=f(xi) ve x=x; icin Li(x)=0 yazilabilir. Bu ise f(x) fonksiyonunun her bir n+1 veri
noktasindan gecmesi anlamina gelir. Lagrange interpolasyon polinomu kullanmanin bir
cok avantaji vardir. Birincisi, bilgisayarda hesaplamada iterasyon dongiileri yaparak
toplam ve carpim iglemleri yapilabilir. Ikincisi, veri noktalarmn esit aralikli olmasini
gerektirmemesidir. Diger onemli bir 6zelligi ise, lineer denklem sistemlerinin ¢dziimiine
gerek kalmadan, interpolasyon fonksiyonunun dogrudan belirlenmesine imkan
vermesidir.

Ornek: Cizelge 3.4'deki veriler icin doérdiincti mertebeden Lagrange interpolasyon
polinomu kullanarak x=3"deki f(x) degerini bulunuz.

Cizelge 3.4 Veriler, x’e kars1 gelen f(x) degerleridir.

i 0 1 2 3 4
xi 0 1 2 4 5
£(x;) 4 6 10 48 94

Coziim: 4. mertebeden Lagrange polinomu

S () = Ly(x) f(x) + L (%) f(x)) + Ly (%) f(x;) + Ly (x) f(x3) + Ly (%) f(x,)



yazilabilir. Burada Lo(3)=0.1, L1(3)=-0.5, L2(3)=1.0, L3(3)=0.5, ve L4(3)=-0.1 olarak bulunur.
Bu degerler f(x;) ler ile carpilarak, toplamlar1 yapilir ve £(3)=22.0 bulunur.

* FORTRAN altprogrami
Function lagrng(x,y,n,xd)
Dimension x(n), y(n)
Top=0.

Do i=0,n

Carp=y(i)

Do j=0,n

if(i.ne.j) then
carp=carp*(xd-x(j))/ (x(i)x(})
endif

enddo

top=top+tcarp

enddo

lagrng=top

return

end

Kiibik Seritleme Interpolasyonu

N tane veri noktasindan gecen en uygun egrinin bulunmasi icin, kiibik seritleme (spline)
yonteminde, baslangicta iki noktadan gecen kiibik bir polinom almir ve bu iki noktada
fonksiyonun birinci ve ikinci tiirevinin stirekliligine bakilarak bilinmeyen katsayilar
hesaplanir.

X

Sekil 3.7 Kiibik seritleme interpolasyonunda kullanilan kiibik polinomlar

Bu yontemde [xixi«1] araliginda tanimli bir kiibik fonksiyon (iictincii dereceden bir
polinom),

pi(x) =da, +b[(‘x—xi)+ci(x_xi)2 +di(x_xi)3

yazilir. Ik dort veri noktasima iic polinomun yerlestirilmesi Sekil 3.7’ de gosterilmistir.
Burada pi(x) fonksiyonu x; noktasinda tam tanimlidir, pi(x;)=y;=a;. Sonraki x;+; noktasinda



pi(xi+1) fonksiyonu ile pi+1(xi+1) fonksiyonu ayni degerli olmalidir. Bu smir kosullar:
kullanilirsa

pi(xi+1) = yi+1
Pii (xi+1) =)in

elde edilir. Burada katsayilar arasinda asagidaki bagintilar elde edilir.

2 3
a; +b;(x,,, —x)+¢;(x,, —x) +d,(x,,-x) =y,

Ay + by (X =) e (= %)  +d (g, = x) = b,
Kiibik fonksiyonlarin birinci tiirevlerinin de stirekliligi kosullar1 uygulanirsa

- xi) + 3d;’ (xi+1 - xi)2

p;+1 ('xi+1) = bi+1 + 201’+1 (xi+1 - xi) + 3di+1 (xi+1 - xi)2

p; (X)) =b; +2¢,(x

i+]

elde edilir. Ikinci tirevin de siirekliligi kosulu uygulanirsa asagidaki denklemler
bulunur.

pz (X)) =2¢; +6d,(x,,, —x,)
p;+1 (%) =2¢;, +6d,,(x,,, —x,;)

Buradaki sinir kosullarindan toplam alt1 bagint1 elde etmis olduk. Iki ucta tiirevler belli
olmadigina gore dogal olarak,

pi(x)=0

Pua(xy)=0

secilir. N-1 sayidaki aralikta, N-1 polinom ve 4(N-1) bilinmeyen vardir. Araliklar
arasindaki sinirlarda ise 4(N-2) bagint1 yazilabilir. Katsayilar:1 veren bagintilar asagida
gosterilmistir.

a, =y

Yin =i h
b =22l __L(Qc +c.
i h 3( i l+1)

1

h,-CM +h,-_1C,-_1 =3yi+lh_yi _3yi —)Via _2(hi +hi-1)
i i-1
d. _Cin—C
Y



Burada hi=xi+1-x; adim uzunlugu her aralik icin ayn olmayabilir. Katsayilardan c; lerin
bulunmasi i¢in bir tekrarlama bagintis1 kullanilir. Bu yontemi uygulayan bir altprogram
(xi,yi) noktalarimi1 kullanarak (a;bici,di) katsayilarini hesaplayabilir. Burada c;
katsayilarinin hesab1 igin onceki bolumdeki lineer denklem sistemlerinin ¢ozim
yontemlerinden biri kullanilabilir. Baska bir altprogramla da bu katsayilar1 kullanarak
istenen x noktasi igin interpolasyon yapilabilir.

* FORTRAN programi
Subroutine spline3(n,x,y,a,b,c,d)
implicit real*8 (a-h,0-z)
Dimension x(n),y(n),a(n),b(n),c(n),d(n)
Dimension h(n-1),t(n-2,n-1),v(n-1)
Do i=1n-1

h(i)=x(i+1)-x(i)

v(i)=(y(i+1)-y ()/h()

a(i)=y()

enddo

do i=1n-2

doj=1n-2

t(i,j)=0

Enddo

T(3,)=2.4(h()+h(i+1))

enddo

if(n.gt.3) then

do i=2,n-2

t(i,i-1)=h()

t(i-1,i)=h(i)

enddo

endif

do i=1n-2
t(i,n-1)=3.%(v(i+1)-v(i))

enddo

m=1

np=100

tol=1.e-6

call gauss(tn-2,m,np,tol)

do i=2,n-1

c(i)=t(i-1,n-1)

enddo

c(1)=0.

c(n)=0.

Do i=1,n-1
B(i)=v(i)-h()*(2.*c(i)+e(i+1))/3.
d(i)=(c(i+1)-c(i))/ (3.*h(})
enddo

return

end



subroutine interpol3x(n,xi,a,b,c,d,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension xi(n),a(n),b(n),c(n),d(n)
i=2

do while(x.gt.xi(i))

i=i+1

enddo

i=i-1

x1=x-xi(1)
y=a(i)+x1*(b(i)+x1*(c(i)+d(i)*x1))
return

end

Fizikte Uygulamalar:

N(t)=N,e™

denklemi ile verilir. Burada N(t), t zamaninda kalan bu madde miktarini; No ise =0 da
baslangictaki madde miktarin1 vermektedir. Bozunmanin yari-omrii v=In2/A  olarak
tanimlanir, burada A bozunma sabitidir. Cizelge 3.5 de zamana (giin) gore kalan
radyoaktif madde miktarinin (mg) dlcimi yer almaktadir. Bu maddenin baslangictaki

Problem 1: Bir radyoaktif maddenin bozunumu

miktarmi ve yar1 omriinii regresyonla hesaplaymiz.

Cizelge 3.5 Radyoaktif maddenin zamana gore degisimi

t(gtin)

10

20

30

60

90

120

150

180

N(t), mg

19.0

18.1

17.2

14.9

12.8

11.0

9.5

8.2

Coziim: Lineer regresyon analizi yapabilmek igin oncelikle verilen denklemin

lineerlestirilmesi gerekir. Her iki tarafin logaritmasini alinirsa

InN=InN,-M = y'=a,+ax

elde edilir. Buradaki yeni tanimlar i'=InN, ao’=InNo ve a1’=-A olarak almmustir. Verilere

bu dogruyu fit etmek igin asagidaki fortran programini kullanabiliriz.

* FORTRAN program
Dimension x(8),y(8)

Data x/10.,20.,30.,60.,90.,120.,150.,180./
Data y/2.9444,2.8959,2.8449,2.7014,2.5494,2.3979,2.2513,2.1041/
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Data tx,ty,txk, tyk,txy/5*0./,n/8/

do15i=1,8

tx=tx+x(i)

ty=ty+y(i)

txk=txk+x(i)**2

tyk=tyk+y(i)**2
15 txy=txy+x(i)*y (i)

orx=tx/n

ory=ty/n

xork=orx**2

york=ory**2

tsxk=txk-n*xork

tsyk=tyk-n*york

tsxy=txy-n*orx*ory

bl=tsxy/tsxk

bO=ory-b1*orx

corr=tsxy/ ((tsxk**0.5)*(tsyk**0.5))
30 format(//,3x,'Regresyon denklemi:

+ y=.{74,"£74,%,

+ //3x,'Korelasyon katsayisi='{7.4)
write(*,30)b0,b1,corr
write(*,*)"NO=",exp(b0)," lambda=",-b1,

+ "yari-omur=",log(2.)/(-b1)

End

Program calistirildigi zaman regresyon denklemi y=2.9948-0.0050x elde edilir.
Korelasyon katsayist r=-1 dir. Baslangictaki madde miktar1 No=19.982 mg, bozunma
sabiti A=0.0050 gtin-! ve yar1 6miir t=139.9 giin bulunur.

Problem 2: Millikan'in yag damlas1 deneyinde ytiklii yag damlalari, bir kondansatoriin
levhalar1 arasina uygulanan elektrik alani ile yercekimi ve sturtinme kuvvetlerinin
dengelenmesi sonucu havada asili gibi kaliyorlar. Millikan bu elektrik yiiklerini
hesaplay1p kiiciikten biiytige dogru siraladiginda, temel bir yiik biriminin katlar:
oldugunu gosterdi ve buradan birim elektrik yukunii |e|=1.65x10-19 C olarak belirledi.
Bu 6lctim sonuglarinin bir kismi asagidaki Cizelge 3.6 de verilmistir. Burada deneysel
hata 0=3% olarak verilmistir.

Cizelge 3.6 Millikan'in gozlemlerinden hesapladig: ytik miktarlar:

N Q. (1019 C) N Q. (1019 C)
4 6.563 11 18.08
5 8.204 12 19.71
6 9.880 13 21.32
7 11.50 14 22.89




8 13.13 15 24.60
9 14.82 16 26.13
10 16.48 17 27.88

Bu verilerden gecen en iyi fonksiyonun bulunmas: icin en kiigiik kareler yontemini
uygulaymiz.

Coziim: Deney verilerine uygun model i¢in

Q,=a+bn veya y=a+bx

kabul edilirse belirsiz katsayilardan a’nin sifira yakin ve b'nin de |e| ytikiiniin degerine
yakin olmasi beklenir. Problemin ¢oziimii icin yazilacak program en kiiciik kareler
yontemi ile a ve b katsayilarmni bulur standart sapmay1 hesaplar ve lineer modelini
uyum ytizdesini verir.

* FORTRAN programi

Program Millikan

implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension x(14),y(14)

data x/4.,5.,6.,7.8.,9.10.11.,12.13.,14.,15.,16.,17./

data y/6.563,8.204,9.880,11.50,13.13,14.82,16.48,18.08,
+  19.71,21.32,22.89,24.60,26.13,27.88 /

Call ekk(14,x,y,a,b,r)

Write(*,*)”y= ",a,”+",b,”x"

write(*,*)"'r="r

end

subroutine ekk(n,x,y,a,b,r)

implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension x(n),y(n)

data topx,topxy,topy,topx2,st,sr /6*0./
doi=1,n

topx=topx+x(i)

topy=topy+y(i)

topxy=topxy+x(i)*y(i)
topx2=topx2+x(i)*x(i)

enddo

xm=topx/n

ym=topy/n

b=(n*topxy-topx*topy)/ (n*topx2-topx*topx)
a=ym-b*xm

doi=1,n

st=st+(y(i)-ym)**2
sr=sr+(y(i)-b*x(i)-a)**2



Program calistirildiginda 4=0.064 ve b=1.634 bulunur. Korelasyon katsayis1 r=0.999

enddo
r2=(st-sr)/st
r=sqrt(r2)
end

oldugundan ¢ok iyi bir fit yapildigini gosterir.

Problem 3: Bessel fonksiyonlar1 genellikle ileri miihendislik analizlerinde (6rnegin
elektrik alanlarmi calisirken) kullanilir. Bu fonksiyonlarin bazi degerleri standart

matematik tablolarinda verilir. Bunlardan bazi degerler Cizelge 3.7'da verilmistir.

Cizelge 3.7 Jo(x) fonksiyonunun baz1 degerleri

X

1.8 2.0 2.2

24

2.6

Jo(x)

0.34 0.2239 0.1104

0.0024

0.0968

Kibik seritleme kullanarak Jo(2.1) degerini belirleyiniz.

Cozim 3: Kubik seritleme yontemini kullanarak problemin ¢oéziimiiniti yapan ana

program asagida verilmistir.

FORTRAN programi

program kubik_spline

implicit real*8 (a-h,0-z)

parameter (n=>5)

dimension xi(n),yi(n),a(n),b(n),c(n),d(n)
data xi/1.8,2.0,2.2,2.4,2.6/

data yi/0.34,0.2239,0.1104,0.0024,0.0968 /
call spline3(n,xi,yi,a,b,c,d)

x=2.1

call interpol3x(n,xi,a,b,c,d,x,y)
write(*,*)x,y

end

subroutine spline3(n,x,y,a,b,c,d)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(n),y(n),a(n),b(n),c(n),d(n)
dimension h(n-1),t(n-2,n-1),v(n-1)
do i=1,n-1

h(i)=x(i+1)-x()
v(i)=(y(i+1)-y(D))/h()

a(i)=y(i)

enddo

do i=1,n-2

doj=1,n-2
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t(i,j)=0.

enddo

t(3,1)=2*(h(i) +h(i+1))
enddo

if(n.gt.3) then

do i=2n-2

t(i,i-1)=h(i)

t(i-1,i)=h(i)

enddo

endif

do i=1,n-2
t(i,n-1)=3.*(v(i+1)-v(i))
enddo

m=1

np=10

tol=1.e-6

call gauss2(t,n-2,m,np,tol)
do i=2n-1

c(i)=t(i-1,n-1)

enddo

c(1)=0.

¢(n)=0.

do i=1,n-1
b(i)=v(i)-h(i)*(2.*c(i)+c(i+1))/3.
d(i)=(c(i+1)-<(1)/ (3-*h(})
enddo

return

end

subroutine interpol3x(n,xi,a,b,c,d,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension xi(n),a(n),b(n),c(n),d(n)
i=2

do while(x.gt.xi(i))

i=i+1

enddo

i=i-1

x1=x-xi(1)
y=a(i)+x1*(b(i)+x1*(c(i)+d(i)*x1))
return

end

subroutine gauss2(a,n,m,np,tol)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension a(np,np+m)
if(n.gt.1) then

do k=1n-1
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amax=abs(a(k,k))
k1=k+1

in=k

doi=kln

if(abs(a(i k)).gt.amax) then
amax=abs(a(i k))

in=1

endif

enddo

if(k.ne.in) then

do j=k,m+n

x=a(k)

a(kj)=a(in,)

a(in,j)=x

enddo

endif

if(amax.lt.tol) then

goto 100

endif

do i=kl,n

do j=k1,m+n
a(i,)=a(ij)-a(ik)"a(k,)/a(k k)
enddo

enddo

enddo
if(abs(a(n,n)).lt.tol) then
go to 100

endif

do k=1,m

a(n k+n)=a(n k+n)/a(n,n)
do I=1,n-1

i=n-1

il=i+1

doj=il,n

a(i,k+n)=a(ik+n)-a(j,k+n)*a(i;)

enddo
a(i,k+n)=a(i,k+n)/a(i,i)
enddo

enddo

goto 110

else if(abs(a(1,1)).1t.tol) then
go to 100

endif

doj=1,m
a(1,n+)=a(l,n+)/a(1,1)
enddo

goto 110
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100  print*,"Cozum !"
110  return
end

Program calistirildiginda Jo(2.1) degeri 0.1666 olarak bulunur.

OZET

Egriye fit, regresyon ve interpolasyon uygulamalarinin grafiksel anlatim sekilde gosterilmistir.
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