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DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL
COZUMLERI I

Bir veya birkag tiirev igeren denklemlere diferensiyel denklem denir. Fizik ve miihendislik
alanlarinda c¢ogunlukla diferensiyel denklemler karsimiza cikar. Gergekte bircok fen yasasi
diferensiyel denklemlerle ifade edilir. Diferensiyel denklemler, fiziksel durumlarda bir
degiskenin bir baska degiskenle ilgili degisimini tanimlar. Diferensiyel denklemleri iceren 6rnek
fizik problemleri; Kiitle-yay sisteminde yerdegistirme, direnc-indiiktor-kondansator (RLC)
devresinde akim veya gerilim, kimyasal reaksiyonlarin orani, uzay ve zamanda cismin hareketi,
elektrik veya magnetik alanlar altinda ytiklii cisim hareketi, radyoaktif maddelerin bozunumu,
vb. hesaplari sayilabilir.

Diferensiyel denklemler bagimsiz degiskenin sayisina gore, tiirevlerin cesidine ve mertebesine
gore siniflandirilir. Bilinmeyen bir fonksiyonun sadece tek bagimsiz degiskene bagli olan
diferensiyel denkleme adi diferensiyel denklem denir. Adi diferensiyel denkleme 6rnek olarak;

&

3x+1
dx

Burada x bagimsiz degisken ve y bagiml degiskendir. Bir baska ornek ise m kiitlesinin
hareketini F kuvveti etkisi altinda ivmelenmeyi anlatan adi diferensiyel denklem;

dv F

dt m

Burada v cismin hizini ve ivme ise hizin zamanla degisimini temsil etmektedir. Bu denklemde
bagiml degisken hiz (v) ve bagimsiz degisken zamandir (f). Benzer sekilde bir parastit¢iniin
hizin1 zamanin fonksiyonu olarak ifade eden diferensiyel denklem



seklindedir. Burada g yercekimi ivmesi, m parasiitciiniin kiitlesi, s ise siiriiklenme katsayisidir.
Bu diferensiyel denklemin analitik ¢oziimii v(t)=gm(1-es?m)/s ile verilir, sayisal ¢ozimi ise
vi+1=0i+(g-svy/m)At ile verilir.

Kimi diferensiyel denklem ise birden fazla bagimsiz degisken iceren diferensiyel denklemdir.
Ornek olarak;

a*f 9°
L0 e
ox dy

Bu denklemde bagimli degisken f, bagimsiz degiskenler x ve y’dir, ve C de bir sabittir. (5.3)

2 2 2 2
denklemi 9 /79" ye 97 /79" terimlerini icerdiginden ikinci mertebeden kismi ttirevli
diferensiyel denklemdir.

Diferensiyel denklemler ayrica tiirevlerin mertebesine gore siiflandirilabilir. Birinci mertebeden
diferensiyel denklem sadece degiskenin birinci tiirevleri igerir. Bundan dolay1 (5.1) denklemi
birinci mertebeden diferensiyel denklemdir. Ikinci mertebeden diferensiyel denklem ise
degiskenin ikinci mertebeden tiirevlerini icerir. Ornek olarak kiitle yay sistemini hareketini ifade
eden diferensiyel denklem;

2
md f+sﬁ+kx=F
dt dt

Burada x, m kiitlesinin t zamanindaki yer degistirmesi, s soniim katsayisi, k yay sabiti ve F

uygulanan kuvvet fonksiyonudur. (5.4) denklemi d*x/dt’  terimini icerdiginden ikinci
mertebeden diferensiyel denklemdir. n’inci mertebeden tiirev igeren denkleme n’inci
mertebeden diferensiyel denklem denir.



Lineer olmayan diferensiyel denklemlere bir fiziksel 6rnek, boyu I ve kiitlesi m olan bir sarkagin
hareketini tanimlayan denklemdir,

2
fﬁ? +§sine =0

burada 6 sarkacin agisal yerdegistirmesini gosterir. Bu diferensiyel denklemin sayisal ¢oztimii
bulunabilir. Ancak, analitik ¢oztimlerini elde etmek icin kii¢lik salinimlar yaklasiklig:
kullanilmalidir. Bu durumda sin® = 6 yazilir ve diferensiyel denklem lineer hale gelir boylece
acisal yerdegistirme icin ¢oziimler Asinwt+Bcoswt olarak bulunabilir. Burada agisal frekans
w?=g/l olarak tanimlanmustir ve periyot genlikten bagimsiz olur.

Yiiksek mertebeden diferensiyel denklemler genellikle yeni degiskenler tanimlanarak birinci
mertebeden diferensiyel denklemlere indirgenebilir. Boylece n’inci mertebeden diferensiyel

denklem =1 tane degisken tanimlanarak 7n’inci mertebeden diferensiyel denkleme karsilik
gelen denklem sistemine indirgenebilir. Genel olarak bdyle bir sistem

d

x
d
£=fz(xry1’y2""’y")
dx
d

D f (s ms)
dx

Yazilabilir. Burada x’in baglangic degerinde n baglangic kosulunun bilinmesi gerekir. Ornek
olarak ikinci mertebeden diferensiyel denklemi ele alalim.

dzy
dx?

= ky

z=dy/dx

Burada k bilinmeyen bir sabittir. seklinde yeni bir degisken tanimlayip denklemi

tekrar yazalim.



Yiiksek mertebeden diferensiyel denklem, birinci mertebeden diferensiyel denklem serisine
indirgenebildiginden, burada birinci mertebe diferensiyel denklemlerin ¢oziimii tizerinde
duracagiz.

Analitik ¢oztimii yapilabilen diferensiyel denklemlerin sayisi simrlidir. Sayisal ¢oztimler

oldukga kolaydir ve kapsamli matematik gerektirmez. Bu yontemler bagimli degisken (*) /in
tahmin edilmesinde, bagimsiz degisken x”in farkli degerleri igin ¢6ztimii elde eder.

Fen ve miihendislik problemlerinde bulunan adi diferensiyel denklemler ti¢ farkli gesitte
smiflandirilabilir: i) baslangic deger problemleri, ii) siir deger problemleri, iii) 6zdeger
problemleri.

Baslangi¢ deger problemleri: Baslangic deger problemi iki kistmdan olusur; Y (x) = f(x,)

diferensiyel denklemi (¥ () jle ¥ () arasmdaki iliskiyi verir) ve ¥ (%) = ¥g baslangic kosulu.
Baslangic deger problemine 6rnek olarak kiitle-yay sistemi hareketini tanimlayan diferensiyel
denklem;

2
d f+sﬂ+kx=F(t)
dt dt 8)

m

Burada x, m kiitlesinin ¢ zamanindaki yer degistirmesi, s sontim katsayisi, k yay sabiti ve F(t)
zamana bagli uygulanan kuvvet fonksiyonudur. Verilen baslangic kosullari;

ax _
=0/4qg x=0 e dt



olarak yazilabilir.

Sinir deger problemleri: Sinir deger probleminde verilen kosullar iki veya daha fazla farkl
noktada uygulanir. Ornek olarak L uzunlugundaki kirisin egilmesini veren diferensiyel
denklem;

d’y _ M (x)

El =
dx )

Bu denklemde E kirisin esneklik modulti, [ kirisin eylemsizlik momenti, M (x) biikiilme
momenti, x kirisin sol baslangicindaki yatay mesafe ve y ise x noktasina gore dikey
yerdegistirmedir. Verilen siir kosullar:

x=01da V=0 yex=Lgey=0

olsun. Bu denklemde E ve [ birer sabitler olmak tizere y egilme fonksiyonu ile x arasindaki
iliskiyi artyoruz.

Sekil 5.1 Tki ucundan desteklenmis bir kirisin uygulanan kuvvet altinda egilmesi

Ozdeger problemleri: Diferensiyel denklemlerin smir kosullar1 verilmis olsa bile sistemdeki
bazi parametrelerin ancak belirli degerleri igin c¢oztimler bulunabilir. Ornegin kuantum
mekaniginde, V(x) potansiyeli altinda E enerjisi ile hareket eden m kiitleli bir parcacik igin
Schrodinger denkleminin



_Idy ()
2m  dx?

+V (W (x) = £y (x)

belirli E enerji degerleri igin, x>+ iken sifira giden y(x) ¢oztimleri bulunabilir. Bu kosullar
saglayan E, degerleri de diferensiyel denklemin 6zdegerleri olur.

Birinci Merteben Adi Diferensiyel Denklemler

Bir diferensiyel denklemin sayisal ¢oziimii, bagimsiz degisken x degerlerini ve bu degerlere
karsi gelen bagmli degisken y degerlerini iceren bir cizelgeden meydana gelir.  Birinci
mertebeden adi diferensiyel denklemin genel formu;

, d
v =L 1y
dx

ve baslangic kosulu X =Xo jcin ¥ T Yo olarak verilir. Bu denklem her zaman kolayca analitik
olarak integre edilemez. Bu boliimde denklemi sayisal ¢6zen birkag yontem gosterilecektir.

Fen ve miihendislik alanlarinda adi diferensiyel denklemlerin sayisal ¢oztimleri onemli
oldugundan bu konu fazla ilgi gormektedir ve bircok yontem gelistirilmistir. Genelde bu
yontemler iki gruba ayrilir.

* Tek adimli yoéntemler: V= f(x) egrisi tizerinde bir noktanin bulunmasinda bir
onceki adimda tek bir noktaya ait bilgiyi kullanir. Bu gruba ait yontemler Euler yontemi
ve Runge-Kutta yontemlerini icerir. Bu yontemler dogrudan yontemlerdir ve iterasyon
icermezler.

*  Cok adimh yontemler: Y = f(x) egrisi tizerinde bir sonraki noktanin bulunmasinda, bir
onceki adimda birden fazla noktanin bilgisini kullanir. Bu durumda yeterince yaklasik
degere ulasmak icin iterasyon gereklidir. Bu yontemler ayn: zamanda tahmin-diizeltme
yontemleri olarak da bilinir. Milne yontemi ve Adams-Moulton yontemi bu gruba ait
yontemlerdir.



Euler Yontemi

Bu yontem birinci mertebeden adi diferensiyel denklemlere uygulanabilir. Asagida verilen
birinci mertebeden diferensiyel denklemi ele alalim:

. d
y =—y=f(x,y)
dx

Burada ¥ (x0) =y seklinde baslangic kosulu vardir. Yaklasik olarak y(x) ¢ozumini bulmaya
calisalim. Bu yaklasiklik icin y(x), y(xp)s., (x,) ‘e karsilik gelen birbirinden farkl V12 V2s000 Y

degerleri olacaktir. Eger * = *o baslangi¢ noktasina karsi gelen (x) fonksiyonunun ¢6ziim
degeri biliniyorsa, o noktadaki egim de biliniyor demektir. Egriyi takip etmek icin bilinen bir
baslangic noktasindan baslayip egrinin gradyenti dogrultusunda ilerlemek miimkiin
olmaktadir. Tiirevin tanimindan;

dy _ y(x+ &)= y(x)
dx Ax

yazilabilir. Bu denklem diizenlenerek asagidaki formda yazilabilir;

y(x+Ax) = y(x) + ﬂAx
dx

Burada * =% icin dy/dx = [(x;,¥,) iy ve J(Xi>2)) , (X571 noktasmm tahmini egimini
temsil etmektedir. Boylece,

y(‘xl +Ax) = y(‘xi)+f(‘xi3yi)Ax[



elde edili. ™% adim araligidir ve AX; =X =% le ifade edilebilir. Euler yonteminde

Y12 %205 % noktalar esit arahikli olmak zorunda degildir. Eger araliklar esitse Yt 7Y jfadesi

yerine h yazilarak asagidaki Euler algoritmasi elde edilir.

Vit = Vi +hf(xiayi)

Euler yonteminde (X0, 7o) baslangic degeri kullarularak tahmini Y1 degeri elde edilir. » (x;) , X
noktasindaki ¢6ziimiin tam degeri ve i de hesaplanan degerdir. Tahmini 2 degeri, C

noktast kullarularak belirlenir, Sekil 5.2. Bu islem »» elde edilinceye kadar tim araliklar
tizerinden devam eder. Her adimda x’in degeri h kadar artarken ilgili y hesaplanir.

noktasindaki egim

Hata

Sekil 5.2 Euler yonteminin grafiksel gosterimi

Sekil 5.1'den goriildugi gibi Euler yontemi (%::3) poktasin egimini kullanarak / uzakliktaki

Yin'i elde eder. Y(¥) fonksiyonu, (*::1) noktasmmn tanjant cizgisiyle ayni diiz bir cizgiyle
temsil edilmistir.
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Ornek:” =V ~¥% diferensiyel denklemini ¥(0)=2 baslangic kosulu olmak tizere Euler

yontemiyle coziintiz. * = 0.2, x=04 e x=06 , ¥=0.8 degerine karsihk gelen (x)
¢Oziimlerini bulunuz.

Coziim: Euler denklemine gore Yia = Vi + Hf (%)) yazilir. Adim aralig: h=02 ye

dyldx=f(x;,y)=y; -x alimnur.

i=0 j¢in Y% sin yaklasik degeri, N =Yo+ M (X:¥0)  gir. Buradan
S (X0, V) =Yy =%, =2-0=2 ve Vi =2+0212)=24 bulunur.

i=1 1(;11'1 y(x2)’nin yak1a§1k degeri’ y2 = yl + hf(xl’yl) dir. f(xl’yl) = yl _xl = 2'4_0'2 = 22
ve V2 =24+02022)=284 1

i=2  q¢in Y5) n yaklagsik degeri, Vs =¥y + 1 (%5, 3,) dir.
f(xy,y,)=y,-x,=2.84-04=2.44 ve V3 =2.84+0.2(2.44) =3.328 bulunur.
i=3 icin Yx5) o gn yaklasik degeri, Vo= Y3+ B (3, 05) dir.

f(x5,3) =y, —x;, =3.328-0.6=2.728 ve Va = 3.328+0.2(2.728) =3.8736 bulunur.

Euler yontemi ile birinci mertebeden diferensiyel denklemleri ¢bzen 6rnek program asagida
verilmistir. Onceki 6rnekte elde edilen sonuglarla karsilagtirma yapmak icin ayni denklem ve
ayn1 baslangic kosullar1 kullanilmistir. Ayrica programda verilen diferensiyel denklemin
y(x)=1+x+er analitik ¢dztim fonksiyonunun, verilen x’lere karsi gelen degerlerini de
hesaplanmaktadr.

* FORTRAN program
program dif_euler

11



implicit real*8 (a-h,0-z)
parameter (n=>5)
dimension x(0:n-1),y(0:n-1)
x0=0.8d0

xn=1.d0

y0=2.d0

write(*,*)"x(i) "," y(i)"

call euler(x0,xn,y0,n,x,y)
do i=0,n
write(*,*)x(i),y (i), fonk(x(i))
enddo

end

subroutine euler(x0,xn,y0,n,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(0:n-1),y(0:n-1)
h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

do i=0,n-1

x(i+1)=x(i)+h
y(i+1)=y@)*+(x(0)y(@))*h
enddo

return

end

function f(x,y)

12



implicit real*8 (a-h,0-z)
f=y-x
return

end

function fonk(x)
implicit real*8 (a-h,0-z)
fonk=1.d0+x+exp(x)
return

end

Program calistirildiginda x degerleri ve karsi gelen y degerleri ile analitik ¢oztim y(x) degerleri
asagidaki Cizelge 5.1'deki gibi elde edilmektedir. Buradaki sonuglardan da goruldiigii gibi Euler
yonteminde baslangic (xo) noktasina yakin x degerlerinde, hata daha az fakat uzaklastikca hata
biiytimektedir. Bu nedenle, bu yontemde ¢6ztimii istenen bolgenin bir 6n tahmini gereklidir.

Cizelge 5.1 Euler yontemiyle elde edilen ¢oztimler

Xi yi y(xi)

0. 2. 2.

0.2 24 2.42140276
0.4 2.84 2.8918247
0.6 3.328 3.4221188
0.8 3.8736 4.02554093
1. 4.48832 4.71828183

Euler yontemindeki hatalar

13



1) Yuvarlama hatalari: Tim sayisal uygulamalarda bilgisayar sonlu anlamli sayilara sahip
oldugundan yuvarlamalar dogaldir.

2) Kesme hatalar: Kullanilan ifadelerin kesikli hale getirilmesinden kaynaklanir. Kesme hatalar1
iki kisimdan olusur. Yerel (local) kesme hatalar1 yontemin tek bir adiminin uygulamasinda

meydana gelir. Euler yonteminde () noktasindaki egimi tahmin ederken kullanilan
yaklasik ifade nedeniyle olusur. Ayni zamanda baslangic araliginin egimi tiim araliklarin
yaklagik egimi icin kullanilir.

Onceki adimlardaki yaklasiktan dolay1 kesme hatalar1 ¢ogalir. Buna yayilan kesme hatalari
denir. Y+ “inci degerde, hesaplanan ”i’den dolay1 bir hata olusur. (x;) gercek degerine

karsilik ¥, iinci yaklasik evresidir. i'nin biiytik degerlerinde yaklasik hata onemlidir. Sekil
5.3’de Euler yonteminde, birka¢ adimdaki artan kesme hatalar1 gosterilmektedir. Yerel kesme
hatalari ile yayilan kesme hatalarmin toplamina genel (global) kesme hatas1 denir. Toplam hata
ise tiim hatalarin toplamdar.

noktasindaki
] egim
noktasindaki

noktasindaki

~ Toplam
//

noktasindaki / Gergek
egim /

Sekil 5.3 Euler yonteminde hata yayilmasi
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Euler yonteminin dogrulugu, h adim araligini azaltarak gelistirilebilir. Bununla birlikte, tatmin
edici bir sonuca ulasabilmek icin énemli bir hesaplama ¢abas: gereklidir. Bundan dolay1 Euler
yontemi nadir kullanilir. Ama basitligi nedeniyle daha karmasik yontemlerin gelistirilmesinde

yararl bir baslangi¢ olusturur. Bu yéntem birinci mertebe o) yontemidir. Ayrica Yirden Yiv7e

ilerlemek icin sadece ¥ (%)in bir 6nceki adundaki ¥%) degerini kullandigindan Euler yontemi
tek adimli yontemdir. Matematiksel olarak y(x) fonksiyonunun x=x, civarinda Taylor serisi
aciliminda,

m

2 V(%) ey (x)
o +(x-x,) 3 +

y(x) = y(x,) + (x_xo)yl(xo)"' (x=x,)

denkleminin sag tarafi, ancak daha yiiksek dereceden tiirevler bilinirse hesaplanabilir. Burada

O(h)  mertebeli terimleri alip daha yiiksek mertebeden terimleri ihmal ettigimizde Euler
yontemini elde ederiz;

Y(x,) = y(x)+y'(x)h

X, +h=x

burada #+1’d1r. Bu iki yontemin karsilastirilmasi sonucu Euler yonteminde yerel kesme

2
hatasinin 9("") mertebesinde oldugu goriliir.

Gelistirilmis Euler Yontemi

Euler yonteminde egim, araligin baslangicindaki degerine esit alinmis ve biitin h aralig:
boyunca sabit oldugu varsayilmistir. Bu varsayim Euler yonteminde temel hata kaynagidir.

Gergekte egrinin egimi aralik boyunca sabit degildir (¥ (x) fonksiyonu x’e gore lineer degilse) ve
bagimsiz x degiskeni degistikce stirekli olarak degisir. Euler yontemi aralik tizerindeki egimi
daha iyi bir yaklasikla tahmin ederek uygulanabilir. Bu ise araligin sol simirmin egimi ile sag
smirmin egiminin ortalamas: alinarak yapilabilir. Bu yontem aymi zamanda Heun yontemi

y(x

olarak da bilinir. Tahmini 1) degeri asgidaki denklemden bulunur.

15



1
Yin =i +§[f(xi’yi)+f(xi+17yi+l)]h

Bu denklem baslangicta, sag smurdaki egim »i+1 ‘e bagli olan AR Y bilinmediginden
dogrudan ¢oziilemez. Gelistirilmis Euler yonteminde bu problemden kurtulmak igin temel Euler

yontemi kullanilarak Yin baslangic tahmini bulunur. Buna gore diizeltilmis denklem asagidaki
gibi yazilir.

1 .
Vo =i+ Eh[f(x,»,y,») o).

burada Vvt = Vit JCxy)h ile verilir.

Ayrica, gelistirilmis Euler yontemi birinci ve ikinci ttirev terimlerini iceren Taylor serisi
acilimindan da elde edilebilir.

2

! h n
Yia =i +hy (xi)+7y (xi)

Bu denklemde x; noktasindaki ikinci tiirev, x; ve x;+;1 noktalarindaki birinci tiirevler cinsinden
yazilirsa;

h* (Vi =)
oy hy Y m YD)
yl+1 yl yl 2 h

h ! !
=)V +E(yi+l +yi)

elde edilir. Burada tiirevleri ¥ =/ (Xi23:) yo Vior =/ (X2 Yia) glarak hesaplariz.
16



noktasindaki egim

noktasindaki egim

Ortalama egim

Sekil 5.4 Gelistirilmis Euler yonteminin grafiksel gosterimi

Sekil 5.4'te gelistirilmis Euler yontemi gosterilmistir. Gelistirilmis Euler yontemi esas olarak

tahmin-diizeltme yontemlerinin bir 6rnegidir. Tahmin edilen Vist degeri hesaplanir, ondan

sonra ortaya ¢tkan Yirl diizeltilmis degeri elde edilir. Gelistirilmis Euler yontemi Taylor serisinin
O(h?)'li terimlerini de kullandigindan temel Euler yonteminden daha dogrudur. Yerel kesme

h’ O(h*) 1 g N : Y
hatas1 O(”? ) ve genel (global) hata dir. Daha fazla dogruluga ulasabilmek icin ve

ACIN i+1)’nin bulunmasinda ekstra hesap yapmak gerekir. Bununla birlikte sonucun
dogrulugunu 6nemli derecede artirdigindan bu ekstra hesaplama tercih edilmektedir.

Ornek: dyldx=f(x,y)=x-y diferensiyel denklemini (0)=2 baslangic kosulu olmak tizere

x=0.2, 0.4 degerleri i¢in gelistirilmis Euler yontemiyle ¢oztintiz.

1
yi+1 = yi +§h[f(x[’yi)+f(xi+1’yi+l):|

Coziim: Gelistirilmis Euler yontemi ile verilir.
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1 .
=y +=h|f (xy, ) + f(x,,
=0 icin Y1 =DXo > D(o)’o) VA )_, burada JGoYe)=X=y,=0-2=-2

7’

Y= yo (g y)h=2+02(=2)=1.6 _ f(x,y)=x -y =02-1.6=-14 4 Buna gore
=2+(0.2/2)(=2.0-1.4)=1.66

Yin diizeltilmis degeri 71 olarak bulunur.

1 .
Y2 =0 +Eh[f‘(xlay1)+f(x29y2 )_, buradaf(xlay]) =X, - —02-1.66= —1.46’

i=1 icin
Yy =y, + f(x,y)h=1.66+0.2(-1.46)=1.368 f(x,,v,)=x, -y, =0.4-1.368 =0.960

ve V2 =1.66+(0.2/2)(~1.46-0.960) = 1.4180 .

Gelistirilmis Euler yontemini uygulayan bir altprogram asagida verilmistir.

* FORTRAN altprogrami
subroutine gel_euler(x0,xn,y0,n,x,y)

implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(0:n-1),y(0:n-1)

h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

do i=0,n-1

x(i+1)=x(i)+h

y i+ D)=y )+ (x(1),y())h

y((+1)=y () +0.50*(f(x(i), y (i)) H(x(i+1),y (i+1)))
enddo

return

end
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Degistirilmis Euler Yontemi

Bu yontemde amag, araligin orta noktasindaki egimi tahmin ederek, Yin degerini belirlemek
icin bunu tum aralik tizerinde kullanmaktir. Araligin orta noktasindaki egim tim aralik

tizerinde ortalama egim olarak aliir. Bu egim Euler yontemiyle Yi’den Y+l ’e lineer
extrapolasyon yapmak i¢in kullanilir;

Vin = Vi +h (Xi11/25Vie2)

X

. [x. X. v . v . ; . 9]
Burada “i+1/2, Yo% ] araligimin orta noktasindaki x degeri ve Y#1/2 ise bu degere karsilik

gelen y degeridir. Bu denklem, orta noktadaki Y#+/2 degeri bilinmediginden dogrudan
¢oziilemez. Bununla birlikte temel Euler yontemini kullanarak bu y degerini tahmin edebiliriz.

. h
Vi =i +§f(xiﬁyi)

* 2
Burada »#+/2, Y412 tahmini degeridir. Degistirilmis Euler yontemi O(1") mertebesindedir ve

3
yerel kesme hatasi O(h”) mertebesindedir. Gelistirilmis Euler yontemi ve degistirilmis Euler
yontemi ikinci mertebe Runge-Kutta yonteminin 6zel durumlaridir.
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noktasindaki egim

noktasindaki egim

Egim
h/2 h/2

Sekil 5.5 Degistirilmis Euler yonteminin grafiksel gosterimi

Degistirilmis Euler yontemi Sekil 5.5'de gosterilmistir. Bu yontem ile diferensiyel denklem ¢ozen
alt program asagida verilmistir.

* FORTRAN altprogram
subroutine deg_euler(x0,xn,y0,n,x,y)

implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(0:n-1),y(0:n-1)
h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

do i=0,n-1

x(i+1)=x(i)+h
x_or=x(i)+h/2.
y_or=y(i)+f(x(i),y(0)*h/2.
y(i+1)=y(i)+f(x_or,y_or)*h
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enddo

return

end

Sonug¢ olarak, Euler yontemi tizerinde yapilan diizeltmelerin ana fikri, i aralit boyunca
ortalama egim kullanmaktir. Gelistirilmis Euler yonteminde ortalama egim h araliginin sol
smirindaki egim ile sag smirindaki egimin ortalamasiyla alinir. Degistirilmis Euler yonteminde
ortalama egim ise araligin orta noktasindaki egimden alinir.
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