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KONU10

DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN SAYISAL
COZUMLERI II

Runge-Kutta Yontemleri

Runge-Kutta yontemi, Euler yontemindeki ortalama egim hesaplama islemlerini bir adim daha
ileri gotirir. Lineer interpolasyonda kullanilan egim, araligin sol ve sag sinirindaki egimler ile
araligin icinde bulunan birkag¢ nokta alinarak agirlikli ortalama olarak hesaplanir.

Egimler icin kullanilan bolmeleme ve bagil agirliklar icin bircok alternatif bulunmaktadir,
boylece Runge-Kutta yontemi birinci mertebeden adi diferensiyel denklemlerin ¢6ztim yontemi
olarak bilinir.

Buittin bu yontemler, fonksiyonun Taylor serisi aciliminda /* (k yontemin mertebesi olmak tizere)
mertebe terimlerine kadar uyumludur. Bundan dolay1 ikinci, ti¢tincti, dérdiincti vs. mertebeden

. 2
Runge-Kutta yontemleri vardir. Ikinci mertebeden yontemler "1 terime kadar biitiin terimlere
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sahiptir. Dordiincti mertebeden Runge-Kutta yontemi ise h”1ii terime kadar biitiin terimlere
sahiptir. Ayrica, gelistirilmis Euler yontemi ve degistirilmis Euler yontemi ikinci mertebe Runge-
Kutta yonteminin 6zel durumlar1 oldugu gosterilebilir.

Dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi

Bir adi diferensiyel denklemi ¢6zerken en ¢ok kullanilan yontem dordiincti mertebeden Runge-

Kutta yontemidir. Dérdiincii mertebe yontemi icin »i+1 asagida verilen ifadeden elde edilir.

Vi = Vi +%(k1 +2k, +2ky + k)



Bu denklemde ki degerleri elde edilen y degerindeki tahmini artis1 ifade etmektedir.

ki =hf(x;,y;)

ky =hf(x, +h/2,y, +k /2)
ky =hf(x, +h/2,y, +k,/2)
k, = hf(x, +h,y, + k)

k k

Burada ™! sol simnirin egim tahminini, k, sag smirin egim tahminini, *2 ve ks ise aradaki iki

noktanin egim tahminlerini gostermektedir. ki degerlerinin agirlikli ortalamasi y’deki artisi

belirlemek icin kullanlir ve Vi+! degerinin bulunmas: icin Yi degerine eklenir.

Ornek: : 9/ dx=x+y diferensiyel denklemini (0)=1 baslangi¢ kosulu olmak iizere x=0.2, 0.4
degerleri icin dordiincti mertebeden Runge-Kutta yontemiyle ¢oztintiz.

Coziim: Runge-Kutta yonteminde verilen denklemler kullanilir:

Y=Y +%(k1 +2k, + 2k, + k)

=0 i¢in hesaplanmalidir. Bunun igin

k, = hf (xy,v,) = 0.2[£(0.0,1.0) ]= 0.2(1.0) = 0.2

ky =hf(xy+h/2,y,+k /2)=02[£(0.1,1.0+0.2/2)]=0.2£(0.1,1.1) = 0.2(1.2) = 024

ky =hf (x,+h/2,y, +k,/2)=0.2[£(0.1,1.0+0.24/2)]= 0.2 £(0.1,1.12) = 0.2(1.22) = 0.244

ke, = hf (x, + h, v, +ky) = 0.2[ £(0.2,1.0 + 0.244) ]= 0.2 £(0.2,1.244) = 0.2(1.444) = 0.2888

=2.0+[0.2+2(0.24) +2(0.244) + 0.2888 ) 6 =1.2428 o140 edilir

Sonug olarak, i



Y, = +%(k1 +2k, + 2k, + k)

Benzer sekilde i=1 igin, hesaplanmalidir.

k= hf (x,,9,) = 0.2[£(0.2,1.2428) |= 0.2(1.4428) = 0.28856

ky = hf Gx, +h/2,, +k /2) =0.2[£(0.2+0.1,1.2428 + 0.28856/2) |
= 0.2/(0.3,1.38708) = 0.2(1.68708) = 0.337416

ky = hf (x, +h/ 2,9, +k,/2) = 0.2[£(0.3,+1.2428 + 0.337416/2)

=0.2£(0.3,1.41151) = 0.2(1.71151) = 0.342302

k, = hf (x, + h, y, +k;) = 0.2 £(0.4,1.2428 + 0.342302) |
=0.2£(0.4,1.5851) = 0.2(1.9851) = 0.39702

= 1.2428+[0.28856 + 2(0.337416) + 2(0.342302) + 0.39702 ) 6 —1.58364 o1ge

Sonuc olarak, Y2
edilir.

Bu ornekteki problemin ¢6ziimii i¢in hazirlanmis program asagida verilmistir.

* FORTRAN program
program runge_kutta

implicit real*8 (a-h,0-z)
parameter (n=>5)

dimension x(0:n),y(0:n)
x0=0.d0

xn=1.d0

y0=1.d0

write(*)"x(i) " y(0)'," y(<)
call RK4(x0,xn,y0,n,x,y)

do i=0,n



open(l,file="runge_kutta.txt")
write(1,%)x(i),y (i), fonk(x(i))
write(*,*)x(i),y (i), fonk(x(i))
enddo

end

subroutine RK4(x0,xn,y0,n,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension x(0:n),y(0:n)
h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

do i=0n-1

x(i+1)=x(i)+h

xk1=h*f(x(i),y(i))
xk2=h*f(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk1/2.d0)
xk3=h*f(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk2/2.d0)
xk4=h*f(x(i)+h,y(i)+xk3)
y(i+1)=y(i)+(xk1+2.d0*(xk2+xk3)+xk4) /6.d0
enddo

return

end

function f(x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)
f=x+y

return



end

function fonk(x)

implicit real*8 (a-h,0-z)
fonk=-1.d0-x+2.d0*exp(x)
return

end

Program calistirildiginda x; degerlerine kars: gelen Runge-Kutta yonteminden hesaplanan y;
degerleri elde edilmektedir. Cizelge 5.2'de sonuclar1 karsilastirmak icin analitik ¢oziimden elde
edilen y(xi) degerleri de verilmistir. Runge-Kutta yonteminde Cizelge 5.2’den goruldugu gibi,
Euler yontemine gore oldukca duyarh sonuglar elde edilmektedir. Bu yontemde, bu ¢rnek igin
hatanin mertebesi 1°=0.25=0.00032=3.2x10 ile verilir.

Cizelge: Runge-Kutta yontemi ile y’=x+y denkleminin ¢6ztimiinden elde edilen degerler

Xi yi y(xi)

0. 1. 1.

0.2 1.2428 1.24280552
0.4 1.58363592 1.5836494
0.6 2.04421291 2.0442376
0.8 2.65104165 2.65108186
1. 3.43650227 3.43656366

Runge-Kutta yontemlerinin bazi 6zellikleri

i. Kendiliginden baslar, i+ degerini belirlemek icin sadece bir énceki ;)

noktasindan yararlanir.



ii. Fonksiyonun higbir tiirevini hesaplamaya gerek duymaz.

iii. Fonksiyonun R vinci (n yontemin derecesidir) terim dahil olmak tizere Taylor serisi agilimina
uyumludur.

iv. Kolay programi yazilabilir, cok kararli ve dogrudur. Daha 6nce de bahsedildigi gibi dordiincii
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mertebeden Runge-Kutta yontemi icin kesme hatasi O(7") mertebesindedir.

v. Runge-Kutta yontemi kendi kendine baslayabilme o6zelligine sahip oldugundan h adim
araligini degistirmek kolaydur.

Dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemi icin bir dezavantaj, ynin yeni bir degerini

hesaplamak igin VACHY) fonksiyonunu dort kez hesaplamak gereklidir. Fonksiyon karmasik ise
bu zaman alic1 olabilir. Bununla birlikte artan dogruluk nedeniyle dordiincti mertebeden Runge-
Kutta yontemi tercih edilir. Yiiksek duyarlilii nedeniyle, biiyiik adim araliklarinda bile
kullanmak miimkiindiir. Kendi kendine baglama ozelligi sayesinde Runge-Kutta yontemi
kullanilarak baslangic ¢oziimii elde edilebilir ve bundan sonra da tahmin-diizeltme yontemi
kullanilarak ¢6ztimiin dogrulugu artirilabilir.

Bazi1 problemlerin sayisal ¢oziimii igin adim araliginin otomatik olarak degistirildigi yontemleri
kullanmak faydali olacaktir. Ciinkti ¢6ztim bazi bolgelerde hizli degisim gosterebilir, burada iyi
duyarlilik elde edebilmek icin kiigiik adim aralig1 gerekir. Sabit ve ¢ok kiictik adim aralig1 da
hesaplamalarda uzun zaman alacagindan, adim araliginin kontrolti énem tasimaktadir. Boyle
bir yontemin uygulanmasi icin yerel kesme hatasi her bir adimda tahmin edilir ve buna gore
adim aralig1 ayarlanir. Bir adimli yontemlere adim araligi kontrolunti vermek icin iki temel
yaklasim vardir. Bunlardan birincisi, aym1 mertebeli fakat farkli adim aralikli Runge-Kutta
yontemini kullanarak iki tahmin arasindaki fark olarak hata hesabidur. Ikincisi, farkli mertebeli
Runge-Kutta yontemi kullanarak iki tahmin arasindaki fark olarak yerel kesme hatasinin
hesabidir. Adim yarilama veya adaptive RK yonteminde her bir adim iki defa alimir. Once tam
bir adim alinir (y; tahmini), sonra bagimsiz iki yar1 adim alinir (i, tahmini). Iki sonucun farki
yerel kesme hatasimin tahminini verir (A). Adim araligi kontrolu kriterini eklemek icin,
dordiincti mertebe RK yonteminde, diizeltme terimi € y2+A/15 seklinde verilir. Bu tahmin ise
besinci-mertebe duyarliligindadir.



Cok Adiml1 Yontemler

Biitiin Runge-Kutta formiillerinin seckin 6zelliklerinden biri, tek adimli yontemler olmalaridir.

Bir sonraki 7! degerini elde ederken sadece bir 6nceki (x> ;) noktasindaki bilgiden yaralanir.
Bu islem Runge-Kutta yontemine kendi kendine baglayan bir o6zellik vermesine ragmen,
integralleme stireci birka¢ adim ilerlediginde elde edilen ve 6nceki adimlarda hesaplanan y
degerleri ile ilgili ilave bilgileri kullanamaz.

Cok-adiml1 yontemler birkag y(x) degerini kullanarak (6rnegin yx) i (x;21) , y(x;_,) )

Y(xi1) ‘i tahmin etmeye calisir. Bir sonraki degeri hesaplamak igin y(x) ‘in  n tahmini degerini

kullanan yénteme n-adimli yéntem denir. Ornek olarak iki-adimli yéntem iki tane ¥ (x) degerini

gerektirir, yani i1) 7§ belirlemek icin ) ye Y(Xia) gereklidir. Cok-adiml1 yontem birkag
noktanin bilgisine gerek duydugundan kendi kendine baslayamaz. Bundan dolay: biitiin ¢cok
adimli yontemlerin baslamasi i¢in Runge-Kutta yontemi gibi tek adimlhi yontemlerle baslangic
degerlerinin hesaplanmasi gerekmektedir.

Cok-adiml1 yontemlerde temel prensip, onceki y degerlerini kullanarak FY) tiirey
fonksiyonunu tanimlayan bir polinom kurmak ve bunu sonraki araliga extrapolasyon
yapmaktir. Polinomun derecesi dikkate alinan noktalarin sayisina baghdir. Iki nokta kullanilirsa
tahmini polinom birinci dereceden olacaktir. U¢ nokta kullanilirsa tahmini polinom quadratik
olacaktir, dort nokta kullanilirsa tahmini polinom kiibik olacaktir (f(x,y)=ao+aix+ax2+asx3).
Kullanilan nokta sayis1 arttikca alinan polinomun mertebesi ve dogrulugu artacaktir.

Adams Yontemi

Cok-adimli yontemlere bir 6rnek Adams yontemidir. Ikinci mertebe Adams yontemi {ic

noktadan gecen ikinci dereceden bir polinom ile ACHY) fonksiyonunu tahmin eder, Sekil 5.6.
dyldx=f

yazariz.

(x, ) diferensiyel denklemini smnirlar1 *i’den Yi+1’e olan bir integral esitligi seklinde

Sy = [ Gy = [P ()



P, (x)=a, +ax+a,x’

Burada yazilirsa;

2 3 | Xi+l

i+1 i+l 2 X X

f dy =f (ap+ax+a,x")dx = y. ., -V =a0x+a1?+a2?
Vi Xi

X

Yukaridaki integral, her aralikta yeniden hesaplandig1 i¢in simir noktalarinin konumundan

etkilenmez ve integralin sinirlari % =0 e i T h alinabilir (burada araliklar esit kabul

edilmistir).

h* h’
L=V, +ah+a,—+a,—
Vit =i 0 1 273

Bilinmeyen %o, 4 ye % katsayilarini asagidaki denklemlerden hesaplayabiliriz.

x=0iginf(x»J’)=fi =4,
f,y)=fi=a,-ah+ azhz

x=-h icin

x==2h icin J(o2)=fip=ay=2ah+ 4a,h*
Yukaridaki denklem sistemi ¢oziiliirse,

a, = f,

a, = 2_1}1(3f; _4fi-1 + fi-z)

__L
2h*

a,

(fi =2f + fi)

10



bulunur. Yukaridaki katsayilar yerine yazilip hesaplanirsa, Adams yontemi elde edilir:
h
Yin =¥ E(Sfi-z -16/,, +23f)

Eger VACRY) fonksiyonu Yics , xi-z, Yit ye ¥

ikinci mertebeden Adams yontemine benzer bir yaklasim kullanilarak asagida verilen denkleme

 noktalar1 gibi dort noktadan gegerse, o zaman

gore Vi+ degerini belirleyebiliriz.

h
Vin =Y+ (=915 +37f_,=59f._, +55f))

Bu denklem ayni1 zamanda Adams-Bashforth formiilii olarak da bilinir. Bu denkleme kars1 gelen

5
hatanin mertebesi O(h )’dir.

Sekil 5.6 Ikinci mertebeden Adams yénteminin grafiksel gosterimi

11



Tahmin-Diizeltme Yontemleri

Tahmin-diizeltme yontemleri ¢ok adimli yontemlerdir ve birka¢ noktaya ait bilgilerden

faydalamirlar. Bu yontemde »i+1 degeri verilen bir formiille tahmin edilir ve bu deger baska bir
formiille duzeltilir. Diizeltme formilu yeterli duyarlik elde edilinceye kadar birka¢ kez

uygulanir. Bu nedenle tahmin-diizeltme yontemleri tekrarlama (iterasyon) islemleri
gerceklestirir. Onceki noktalar hakkinda bilgi gerektirir ve kendi kendine baglayan bir yontem

degildir. Bundan dolay1 tahmin-diizeltme yontemleri diger yontemlerle (6rnegin Runge-Kutta
yontemi) birlestirilerek kullanilir.

En basit tahmin-diizeltme yontemi gelistirilmis Euler yontemidir. Bu yontemdeki tahmini » i+
degeri, temel Euler yontemiyle hesaplanir. Tahmin denklemi,

y:+1 =) +f('xi7yi)h

ile verilir ve diizeltme denklemi

1 [ . o
Y=Y + Eh f(xiayi) + f(xi+1ayi+1)_
ile verilir.

Milne-Simpson Yontemi

En iyi bilinen tahmin-diizeltme yontemlerinden biri Milne-Simpson yontemidir, Sekil 5.7 ve 5.8.

Bu yontem ilk 6nce tiirev degerlerini extrapole ederek Vit degerini tahmin eder. Bir sonraki
adima gecmeden once tahmin edilen bu deger diizeltilir Bu yontem xi3, xi2, xi1 ve Xx;
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noktalarinda y'nin dort adet baslangic degerini kullanir. Bu noktalarda x ve y degerleri
bilindiginden f(x.y) fonksiyonunu hesaplayabiliriz. Burada quadrature formuld,

dy/dx = f(x,y) diferensiyel denklemini Yis jle Y+ siirlan arasmda integre etmek igin
kullanilir.

Yi+1 X

[dv= [FCryds = [P (x)dx
Yi-3 Xi-3 Xi-3

uPz(x)=a0 +a,x+a,x’ =-3h

. . . . X , =
quadratic interpolasyon fonksiyon yerine yazilirsa, -3 ve

X, =h

X=X

i+l almirsa, i+1 j¢in tahmin edilen (extrapole edilen) y degeri;

Sekil 5.7 Milne tahmin yonteminin grafiksel gosterimi

h
2
Y=Yzt f(ao +a,x+a,x”)dx
)
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. . . a, a a . . X. X, X,
ile verilir. Bilinmeyen “°, 1 ve 2 katsayilari, interpolasyon fonksiyonun -2, 7i-l ve

noktalarma uyumuyla elde edilir. Bu islem daha 6nceden ikinci mertebeden Adams yontemi igin

yapilmisti. Bu degerler yerine yazilip integral hesaplanirsa Yi+! tahmini icin Milne formiilii elde
edilir.

4 28
yzil =Y +§h(2f;'—2 - fia +2f,-)+9—0h5y5

. .. e . . X, X X,
Milne diizeltme formulii ise, ikinci dereceden polinom “i-!, *i ve “i+l noktalarindan gececek

sekilde elde edilir. Burada integral asagidaki gibi hesaplanir.

-yl+l xl’+

dy = lf(x,y)a’x=XMP (x)dx=Xi+l(a +a,x+a,x”)dx

Burada f(x.) fonksiyonu yerine yine integral smirlar Y= e Y T h olan quadratic

fonksiyon kullanilmustir.

_— e

Sekil 5.8 Milne diizeltme yonteminin grafiksel gosterimi
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Yukaridaki integralin Simpson’un bir-bolii-ti¢ kuralina esit olduguna dikkat ediniz. Bilinmeyen

dy ) ye @ katsayilar1 ¢oziilerek asagida verilen diizeltme formiilii elde edilir;

h 1
Co=y +—(f_ +4f +f.)-—N)’
yl+1 yl—l 3 (f;—l f; f;+1) 90 y

Bu denklemde tahmin formiiliinden elde edilen *#*! kullamlarak /i degeri hesaplanir. Tahmin
(predictor) denklemi ile diizeltme (corrector) denkleminin ayni olmadigma dikkat ediniz (aym
ti¢ noktada fonksiyonu fit etmiyor). Ayrica tahmin ve diizeltme formiilleri igin integral sinirlar:
da farklidir.

Tahmin ve diizeltme denklemlerinin son terimleri 7+ ‘in hesaplanmasinda kullanilmaz. Bu

terimler hesaplanan -+ degeri ile iliskili hata terimleridir. Diizeltme formiiltiindeki hatanin
katsayis1 (1/90) tahmin formiiltindekinden (28/90) cok daha ktigtikttir.

Genel olarak, tahmin ve diizeltme formiillerinden hesaplanan Yisi degeri farkli olacaktir. Gergek
deger bu iki deger arasinda bulunur ve diizeltme formiilti ile elde edilen degere yakindir.
Tahmin ve diizeltme degerleri arasindaki fark duyarlilik i¢in basit bir tahmin verir ve & adim

arahgimi ayarlamak icin kullarulabilir. Yeni »i+1 degerlerini diizeltme formiiliinii birkag kez
uygulanarak hesaplayabilir ve yakinsaklig1 test edebiliriz. Buna ragmen, ¢ogu miihendislik
problemlerinde yakinsaklik bir veya iki iterasyonda elde edilir, boylece bu yodntemleri
uygulayan programlarin cogu genellikle sadece bir ¢ift iterasyon gerceklestirir.

Milne yontemi basit olusu ve iyi duyarlilik (yerel hata O(h°)) vermesine ragmen, bazi
durumlarda kararsizlik problemiyle karsilasir. Ozellikle ¢oziimlerin tistel oldugu durumlarda
yayilan hatalar da tstel olarak buytir. Cogu problemler icin diferensiyel denklemin ¢oztimii
onceden bilinmediginden Milne yonteminin kullanilmasi pek fazla énerilmez.

Adams-Moulton Yontemi
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Milne yontemindeki kararsizlik probleminden etkilenmeyen tahmin-diizeltme yontemi Adams-
Moulton yontemidir. Bu yontem Vi degerini tahmin ederken Adams-Banshforth formiiliinii

kullanir. Jiss , Jia , i ve fi cinsinden tahmin eden formiil;
P h

Yin =V * ﬁ(_9f;'—3 +37fi, =391, +551)

Tahmin edilen deger asagida verilen Adams-Moulton diizeltme formdilii ile duizeltilir.
c h

Yin =V ¥ ﬁ(ﬁ—Z =5fia +19,+91.)

Bu yontemi baslatmak icin dort degere ihtiya¢ duyulduguna dikkat ediniz. Burada yerel hata

5
O(") mertebesindedir. Bu yontem Milne-Simpson yontemi gibi karasizlik probleminden

etkilenmediginden kullanim alan1 daha genistir.

Hem Adams-Moulton yontemi hem de Milne-Simpson yontemi Runge-Kutta yonteminden iki
kat daha verimlidir, ¢tink{i bunlar adim basina fonksiyonun iki defa hesaplanmasini gerektirir,
halbuki Runge-Kutta yonteminde dort defa hesap yapmak gerekmektedir. Tahmin-diizeltme
yontemlerinin diger bir tsttinliigii ise i¢ginde duyarlilik kriterleri bulunmasidir. Tahmin edilen ve

diizeltilen degerler arasindaki fark tahmini duyarlilig: verir ve bu adim araligini ayarlamak icin
kullanilabilir.

Tek adimli yontemlerle ¢ok adimli yontemler birbirlerini tamamladigindan diferensiyel
denklemleri ¢ozen pratik bir program her iki teknigi de kullanmalidir.

« V1,2 ye Y37 bulmak icin Runge-Kutta yontemiyle ¢oziime baslanir.

*  Ardisik Ya | Vs L0, Yn degerlerini hesaplamak icin Tahmin-Diizeltme yontemleri
kullanilir.

* Istenilen duyarlik igin diizeltme formiiliiniin ii¢ veya daha fazla iterasyonu gerekliyse h
adim araligr azaltilmalidir. Adim araligimi degistirmek igin y/'nin son degeri baslangig
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noktas1 olarak dustinilir ve ¢oziim bu noktadan Runge-Kutta yontemi vasitasiyla
yeniden baslatilir.

Diferensiyel denklemleri ¢c6zmek icin Adams-Moulton tahmin-diizeltme yontemini uygulayan
program asagida verilmistir.

* FORTRAN program
program ada_mou

implicit real*8 (a-h,0-z)
parameter (n=10)
dimension x(0:n),y(0:n)
write(*,*)"x0, xn, y0"
read(*,*)x0,xn,y0

call adams_moulton(x0,xn,y0,n,x,y)
write(*,*)"x(1) "," y(i)"

do i=0n
open(l,file="ada_mou.txt")
write(1,*)x(i),y (i)
write(*,*)x(i),y (i)

enddo

end

subroutine adams_moulton(x0,xn,y0,n,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension x(0:n),y(0:n)

h=(xn-x0)/n

xn=x0+3.d0*h

call RK4(x0,xn,y0,3,x,y)

do i=3,n-1
17



x(i+1)=x(i)+h
..... Tahmin etme
y(i+1)=y(i)+h/24.d0*(
.-9.d0*f(x(i-3),y (i-3))
. +37.d0*(x(i-2),y (i-2))
. -59.d0*(x(i-1),y (i-1))
- +55.d0%(x(i),y (1))
..... Duzeltme
y(i+1)=y(i)+h/24.d0*(
- f(x(-2),y(-2))
. -5.d0%(x(i-1),y (i-1))
. +19.d0*(x(i),y (1))
. +9.d0*f(x(i+1),y (i+1)))
enddo
return

end

subroutine RK4(x0,xn,y0n,x,y)
implicit real*8 (a-h,0-z)
dimension x(0:n),y(0:n)
h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

do i=0,n-1

x(i+1)=x(i)+h

xk1=h*f(x(i),y(i))

xk2=h*f(x(i)+h/2.d0,y (i) +xk1,/2.d0)



xk3=h*f(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk2/2.d0)
xk4=h*f(x(i)+h,y(i)+xk3)
y(i+1)=y(i)+(xk1+2.d0*(xk2+xk3)+xk4)/6.d0
enddo

return

end

function f(x,y)

implicit real*8 (a-h,0-z)
f=x+y

return

end

Program calistirildiginda asagidaki sonuglar elde edilmektedir, Cizelge 5.3. Burada y'=x+y
diferensiyel denklemi, x=0 da y=0 olacak sekilde baslangi¢ kosulu altinda x[0:1] araliginda, sabit
h=0.1 adimli, ¢oziilmustiir. Elde edilen y degerleri ile analitik sonu¢ O(h5) mertebesinde
duyarlilik gostermektedir.

Cizelge 5.3 Adams-Moulton yontemi ile y'=x+y denkleminin ¢éztimiiniin sonuglari

Xi yi

0.0 2.

0.1 2.2155125
0.2 2.46420771
0.3 2.74957549
04 3.07547362
0.5 3.44616393
0.6 3.86635722
0.7 4.3412598
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0.8 4.87662548

0.9 5.47881325

1.0 6.15485086

Ikinci Mertebeden Diferensiyel Denklemler

Ikinci mertebeden veya daha yiiksek mertebeden bir diferensiyel denklem, yardimci bagimli
degiskenler tanimlanarak birinci mertebeden diferensiyel denklem sistemine indirgenebilir.
Indirgenmis birinci mertebeden diferensiyel denklemler asagidaki gibi yazilabilir:

V' =fi(x,p,v)
V, = fz(an’aV)
Burada V= dy/ dx olarak tanimlanmistir. C6ztim icin Runge-Kutta yontemi kullanilirsa;

kl = hﬁ(xn5yn’vn)

ll = hfZ(‘xn’yn’vn)

h k
k,=hfi|x, +—,y, +—,v +—
2 fi( n 2 yn 2 n )

h k [
l,=h +—,y +—,v +-+
2 fZ(xn 2 yn 2 Vn 2)

k3 = hfl(x" +§’yn +k_2>Vﬂ + 12)

2 2
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k, A

h
L=hfy|x, +=,y, +—,v, +
3 f2 n 2 yn 2 2

k4 = hf‘l(xn +h’yn +k3’vn +l3)
l,=hf(x,+hy, +k;,v,+1;)

ve

yn+l =yn +é(k1 +2k2 +2k3 +k4)

v

n+l

=v, +%(l‘ +20, 420 +1,)

ifadeleri elde edilir.

Ornek: Bir fiziksel ornek olarak Newton'un ikinci hareket yasasmi temsil eden diferensiyel
denklemi ele alalim:

2

F=ma=m
dt

Bu denklemde F kuvvet, m kiitle ve ¢ ivmedir. Burada x yer degistirmeyi ve ¢ zamarn

gostermek tizere ivme ifadesi ¢ = d’x/dt’ seklinde yazilabilir. Yukaridaki denklemde v = dx/ dt
bagimli degisken degistirmesiyle birinci dereceden diferensiyel denkleme indirgenebilir (burada
V hiz1 gostermektedir).

dx
dt
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Buradaki denklemler, birinci mertebeden denklemler icin gelistirilen herhangi bir yontemle
coziilebilir. x ve v bagimli degiskenleri her iki denklemde de bulundugundan, her iki denklem

es zamanl ¢oziilmelidir. Boylece her L=l saman aralig1 igin Y ye Visl degerleri
hesaplanmalidir.

x ve v'nin hesaplanmasinda baslangic degerleri gerekmektedir. Eger t bagimsiz degiskenin bazi
degerleri i¢cin x ve v bagiml degisken degerleri agikga belirtilirse, sistem baslangic deger
problemi olarak simiflandirilir. Eger t bagimsiz degiskenin baz1 degerleri icin x ve v bagimh
degisken degerleri verilmemisse, bu sistem sinir deger problemi olarak isimlendirilir. Sinir deger
problemlerinin sayisal ¢oziimii baslangic deger problemlerinden daha zordur.

Ikinci mertebeden diferensiyel denklemlerle gosterilebilecek pratik onemi olan baslangic deger
problemleri vardir. Kiitle-yay sistemi stirtiinmeli bir ortamda, bir dis F(t) kuvvetinin etkisinde
oldugunda hareket denklemi

d*x dx
+b—+kx(t)=F(t
b (t)=F(t)

m

seklinde yazilabilir. Bu denklemde m kiitle, b soniim katsayisi, k yay sabiti, ¢ zaman ve x(t)

zamamn fonksiyonu olarak yer degistirmedir. Eger V= dvldt  gersek ikinci mertebeden
diferensiyel denklemi iki tane birinci mertebeden diferensiyel denklemle yer degistirebiliriz.

® e ) bu(t)- k(1))
I m
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Bu denklemlerin ¢oztimleri eszamanli olarak yukarida anlatilan yontemlerle bulunabilir.
Fiziksel ornekler asagida verilmistir.

Ornek Problem 1: Soniimlii harmonik salinuci, -kx geri cagiricr kuvvetinin ve —bX siirtiinme
kuvvetinin etkisinde hareket etmektedir. Problemi Runge-Kutta yontemi ile ¢oziintiz. Burada
k=1 N/m, b=1 N.s/m olarak

Coziim 1: Burada birinci mertebeden diferensiyel denklemler asagidaki gibi yazilabilir.

dx

— =y

dt

dv 1
A

L. . . o _ st . st v G2 st
biciminde yazilabilir. Bu denklemin ¢dztimii X =€ olarak almnirsa, X =5¢ ve ¥=5 ¢ elde

edilir. Burada cebirsel denklem §° +sa+b=0 yazilabilir. Bu denklem c¢ozilirse s icin iki kdk
bulunur. Bunlar

a’ -4b

elde edilir. Tki kok degeri ayni1 degilse, bu durumda ¢oziim * = e +¢,€™ Glarak elde edilir.

Genel ¢oztim asagidaki gibi yazilabilir.

B2-w, ¢ — IB2-w,t
x(t)=e—bt/2m Ale W +Aze Wy

Problemin sayisal ¢oziimii igin gerekli program asagida verilmistir.
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* FORTRAN program
program iki_der

implicit real*8 (a-h,0-z)
parameter (n=10)
dimension x(0:n),y(0:n),v(0:n)
write(*,*)"x0, xn, y0, v0"
read(*,*)x0,xn,y0,v0

call RK4(x0,xn,y0,v0,n,x,y,v)
write(*,*)"x(1) "," y(@)"," v(i)"
do i=0,n
open(1,file="iki_der.txt")
write(1,%)x(i),y(i),v (i)
write(*,*)x(i),y (i), v(i)

enddo

end

subroutine RK4(x0,xn,y0,v0,n,x,y,v)
implicit real*8 (a-h,0-z)

dimension x(0:n),y(0:n),v(0:n)
h=(xn-x0)/n

x(0)=x0

y(0)=y0

v(0)=v0

do i=0,n-1

x(i+1)=x(i)+h
xk1=h*f1(x(i),y(i),v(i))

xI11=h*f2(x(i),y (i),v(i))

24



xk2=h*f1(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk1/2.d0,v(i)+x11/2.d0)
x12=h*{2(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk1/2.d0,v(i)+x11/2.d0)
xk3=h*f1(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk2/2.d0,v(i)+x12/2.d0)
x13=h*f2(x(i)+h/2.d0,y(i)+xk2/2.d0,v(i)+x12/2.d0)
xk4=h*f1(x(i)+h,y (i) +xk3,v(i)+x13)
x14=h*f2(x(i)+h,y(i)+xk3,v(i)+x13)
y(i+1)=y(i)+(xk1+2.d0*(xk2+xk3)+xk4)/6.d0
v(i+1)=v(i)+(x11+2.d0*(x12+x13)+x14) / 6.d0

enddo

return

end

function f1(x,y,v)
implicit real*8 (a-h,0-z)
f1=x*0.d0+y*0.d0+v
return

end

function f2(x,y,v)
implicit real*8 (a-h,0-z)
FF=0.d0

b=1.d0

xk=1.d0
£2=x*0.d0+FF-b*v-xk*y
return

end
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Program calistirlldiginda asagidaki Cizelge 5.4’deki degerler elde edilmektedir. Bu verilerin

grafigi cizilirse Sekil 5.9 elde edilir.

Cizelge 5.9 Ornek problem 1 i¢in Runge-Kutta yonteminden elde edilen sonuglar

t(s) x(cm) v(cm/s)
0.0 5 0
22 1.77 -3.78
44 -2.22 0.17
6.6 -0.65 1.61
8.8 0.98 -0.15
11.0 0.23 -0.68
13.2 -0.43 0.09
15.4 -0.080 0.28
17.6 0.19 -0.05
19.8 0.02 -0.12
22.0 -0.08 0.03
5 :
K I
4+ THZ
R
w2
S1 \
> : \ 1
£0) \\\ S ]
o
1 \
2t
-3t
-4 ! ‘
0 10 15 20

t(s)

Sekil 5.9 Ikinci mertebeden diferensiyel denklemin Runge-Kutta ile ¢6ztimii, zamana bagh
olarak konum ve hiz grafigi, sontim altt durum.
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Ornek Problem 2: Bir RLC elektrik devresinin matematik modeli Q" (#)+20Q’(t)
+125Q(t)=9sin(5t) ile veriliyor. Burada Q(0)=0 ve Q’(0)=0 dir. Diferensiyel denklemi Runge-Kutta
yontemi ile [0 :2] araliginda ¢oziintiz. M=40 adim kullanimiz ve adim araligini #=0.05 aliniz.

Coziim 2 : [(t)=Q’(t) devreden gecen akimi gostermektedir. Buna gore denklem sistemi asagidaki
gibi yazilabilir.

o'@®)=1@)
I'(¢) +201(¢) +1250(t) = 9sin(5¢)

Bu denklem sisteminin ¢6ziimii 6nceki probleme benzer sekilde yapilabilir. Degisiklik yapilmasi
gereken fonksiyon altprogramlaridir.

* FORTRAN altprogrami
function f1(t,q,xi)

implicit real*8 (a-h,0-z)
f1=t*0.d0+q*0.d0+xi
return

end

function f2(t,q,xi)
implicit real*8 (a-h,0-z)
FF=9.d0*sin(5.d0*t)
a=20.d0

b=125.d0
f2=t*0.d0+FF-a*xi-b*q
return

end

27



Program calistirildiginda elde edilen verilerden Sekil 5.10'de Q(#) ve I(t) gegen zamana bagh
olarak grafigi gosterilmistir.

0 05 1 15 2
t(s)

Sekil 5.10: D1s elektromotor kuvvetinin etkisindeki RLC devresinde ytiikiin ve akimin zamana
gore degisimi.

OZET

Diferensiyel denklemler: dy/dt=Ay/At=f(t,y) diferensiyel denklemi verildiginde y'yi zamanin
fonksiyonu olarak bulmak gerekmektedir, yis1=yi+f(t;,yi) At.
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