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1.Nümerik Analiz: Nedir?

Nümerik analiz de¼gişik matematiksel problemlere say¬sal çözümler elde
etmek için algoritmalar¬n çal¬̧smas¬n¬, geliştirilmesini ve analizini içerir.
Nümerik analiz s¬kl¬kla bilimsel hesaplama matemati¼gi olarak
adland¬r¬l¬r.

Çal¬̧st¬¼g¬m¬z algoritmalar tart¬̧smas¬z şekilde yüksek-h¬zl¬bilgisayarlarda
kullan¬lmak için hede�enir ve bu nedenle bir problemin çözümü elde
edilmeden önce bir başka önemli ad¬m devreye girer: algoritmay¬
bilgisayarla iletişime geçiren bir bilgisayar kodu veya program¬
yaz¬lmak zorundad¬r.

Matematiksel problemleri bilgisayarda say¬sal olarak çözmek bilimsel
hesaplamad¬r. ·Ilgili algoritmalar¬n (yordamlar¬n) geliştirilmesi ve
davran¬̧slar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬ise bilimsel hesaplama matemati¼gidir.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Limit, Süreklilik ve Türev

E¼ger f reel de¼gişkenli reel bir fonksiyon ise bu durumda f fonksiyonunun c
noktas¬ndaki limiti (e¼ger mevcut ise) aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

lim
x!c

f (x) = L

denkleminin anlam¬; her ε pozitif say¬s¬için x ve c aras¬ndaki uzakl¬¼g¬n δ
dan küçük kald¬¼g¬her durumda, f (x) ve L aras¬ndaki uzakl¬k ε dan küçük
kalacak şekilde, ε a karş¬l¬k gelen bir δ say¬s¬vard¬r, yani

her 0 < jx � c j < δ için jf (x)� Lj < ε

E¼ger bu özelli¼gi sa¼glayan bir L say¬s¬yok ise, f nin c noktas¬nda limiti
yoktur.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Limit, Süreklilik ve Türev

E¼ger
lim
x!c

f (x) = f (c)

ise, f fonksiyonu c de süreklidir denir.

Teorem (Sürekli Fonksiyonlar için Ortalama-De¼ger Teoremi)

Bir [a, b] aral¬¼g¬nda sürekli olan bir fonksiyon f (a) ve f (b) aras¬ndaki
bütün de¼gerleri al¬r.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Limit, Süreklilik ve Türev

f nin c deki türevi (e¼ger mevcut ise)

f 0(c) = lim
x!c

f (x)� f (c)
x � c

eşitli¼gi ile tan¬mlan¬r. Bu limit herhangi bir fonksiyon ve herhangi bir c için
varolmak zorunda olmad¬¼g¬ndan, böyle bir fonksiyon için türev
varolmayabilir. E¼ger f , f 0(c) varolacak şekilde bir fonksiyon ise, bu
durumda f ye c de türevlenebilirdir denir. E¼ger f fonksiyonu c de
türevlenebilir ise, bu durumda c de sürekli olmak zorundad¬r. Şimdi bunun
neden böyle olmak zorunda oldu¼gunu görelim.

lim
x!c

[f (x)� f (c)] = lim
x!c

f (x)� f (c)
x � c (x � c)

= f 0(c) lim
x!c

(x � c) = f 0(c).0 = 0

oldu¼gundan, e¼ger f (x) c de türevlenebilir ise, bu durumda f 0(x) vard¬r ve
limx!c f (x) = f (c) dir.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Teorem (Lagrange Kalanl¬Taylor Teoremi)

E¼ger f 2 C n [a, b] ve (a, b) aç¬k aral¬¼g¬nda f (n+1) mevcut ise, bu durumda
[a, b] kapal¬aral¬¼g¬ndaki herhangi c ve x noktalar¬için

f (x) =
n

∑
k=0

1
k !
f (k )(c)(x � c)k + En(x) (1)

dir. Burada hata terimi, c ve x aras¬ndaki baz¬ξ ler için,

En(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)(x � c)n+1

dir. c = 0 durumu Maclaurin serisidir:

f (x) =
n

∑
k=0

1
k !
f (k )(0)xk + En(x) (2)
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Baz¬önemli fonksiyonlar¬n Taylor serisi:

sin x =
∞
∑
k=0
(�1)k x2k+1

(2k + 1)!
(�∞ < x < ∞)

cos x =
∞
∑
k=0
(�1)k x

2k

(2k)!
(�∞ < x < ∞)

ln(1+ x) =
∞
∑
k=1

(�1)k�1
k

xk (�1 < x < ∞)

1
1+ x

=
∞
∑
k=0
(�1)kxk (�1 < x < 1)
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Örnek
a = 1, b = 2, ve c = 1 için Taylor Teoremini kullanarak

f (x) = ln x

fonksiyonunun Taylor serisini belirleyiniz.

Çözüm

f 0(x) = x�1, f 00(x) = �x�2, f 000(x) = 2x�3, f (4)(x) = �6x�4 v.s.
f (k )(x) = (�1)k�1(k � 1)!x�k ve f (k )(1) = (�1)k�1(k � 1)! (k � 1)
Formülde yaz¬l¬rsa

En(x) = (�1)n
1

n+ 1
ξ�(n+1)(x � 1)n+1 (1 < ξ < x)

ile

ln x =
n

∑
k=1

(�1)k�1 1
k
(x � 1)k + En(x) (1 � x � 2)
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Örnek

ln 2 yi 10�8 duyarl¬l¬kla hesaplamak için seride kaç terim kullan¬lmal¬d¬r?

Çözüm

Seride x = 2 al¬rsak, jEn(2)j < 1/(n+ 1) olmak üzere

ln 2 = 1� 1
2
+
1
3
� 1
4
+ � � �+ (�1)n�1 1

n
+ En(2)

=
n

∑
k=1

(�1)k�1 1
k
+ En(2)

dir. En(2) terimi say¬sal hatad¬r. O halde ln 2 yi arzu edilen duyarl¬l¬kta
hesaplamak için n yi En(2) � 10�8 olacak şekilde seçmeliyiz.
1/(n+ 1) � 10�8 ) n+ 1 � 108 dir. O halde ln 2 yi istenilen duyarl¬l¬kta
hesaplamak için en az 100 milyon terime gereksinim vard¬r! Buradan, ln 2
yi hesaplamak pratik de¼gil. Asl¬nda, ayn¬hesap ln 1.5 için yap¬ld¬¼g¬nda,
ayn¬duyarl¬l¬k için sadece 22 terime gerek duyuldu¼gu gösterilebilir!
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Taylor Teoreminin n = 0 özel durumu matematiksel çal¬̧smalarda s¬kl¬kla
kullan¬l¬r ve Ortalama-De¼ger Teoremi olarak bilinir.

Teorem (Ortalama-De¼ger Teoremi)

E¼ger f , C [a, b] de ise ve e¼ger (a, b) aç¬k aral¬¼g¬nda f 0 mevcut ise, bu
durumda [a, b] kapal¬aral¬¼g¬ndaki x ve c için

f (x) = f (c) + f 0(ξ)(x � c)

dir. Burada ξ, c ile x aras¬ndad¬r.

Ortalama-De¼ger Teoreminin özel bir durumu Rolle Teoremidir.

Teorem (Rolle Teoremi)

E¼ger f , [a, b] de sürekli ve e¼ger (a, b) de f 0 mevcut ve f (a) = f (b) ise, bu
durumda (a, b) aç¬k aral¬¼g¬ndaki baz¬ξ ler için f 0(ξ) = 0 d¬r.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoremi

Teorem (·Integral Kalanl¬Taylor Teoremi)

E¼ger f 2 C n+1[a, b] ise, bu durumda [a, b] kapal¬aral¬¼g¬ndaki herhangi x
ve c noktalar¬için

f (x) =
n

∑
k=0

1
k !
f (k )(c)(x � c)k + Rn(x) (3)

dir. Burada
Rn(x) =

1
n!

Z x

c
f (n+1)(t)(x � t)ndt

dir.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Lagrange kalanl¬Taylor Teoreminde x yerine x + h ve c yerine x al¬rsak, serinin,
ve Taylor Teoreminin kalan teriminin bir başka formunu elde edebiliriz.

Teorem (Taylor Teoreminin Alternatif Formu)

E¼ger f 2 C n+1[a, b] ise, bu durumda [a, b] kapal¬aral¬¼g¬ndaki herhangi x ve
x + h noktalar¬için

f (x + h) =
n

∑
k=0

hk

k !
f (k )(x) + En(h) (4)

dir. Burada

En(h) =
hn+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ)

olup, ξ noktas¬x ve x + h aras¬ndad¬r.

f (x + h) = f (x) + hf 0(x)+
h2

2
f 00(x)+

h3

3!
f 000(x) + � � �+h

n

n!
f (n)(x) + E n(h)
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Örnek

Ax+h için Taylor formülünü belirleyiniz ve 101.0001 e yaklaş¬n¬z.

Çözüm

f (x) = Ax al¬rsak, f (n) = Ax (lnA)n buluruz. Denklem (4) ü kullan¬rsak,

Ax+h = Ax
 
1+

n

∑
k=1

hk

k !
(lnA)k

!
+ En(h)

A = 10, x = 1 ve h = 10�4 yazarsak

101.0001 = 10(1+ 10�4(ln 10) +
1
2
10�8(ln 10)2 + � � � )

� 10(1+ 2.30259� 10�4 + 2.65095� 10�8)
� 10.00230 00265 095

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 1 7�! MATEMAT·IKSEL ÖNB·ILG·ILER 14 / 15



2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Örnek

Ax+h için Taylor formülünü belirleyiniz ve 101.0001 e yaklaş¬n¬z.
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2 Temel Kavramlar ve Taylor Teoremi Taylor Teoreminin Alternatif Formu

Teorem (·Iki De¼gişkenli Taylor Teoremi)

f 2 C n+1([a, b]� [c , d ]) olsun. E¼ger (x , y) ve (x + h, y + k),
[a, b]� [c , d ] � R2 dikdörtgeninde noktalar ise, bu durumda

f (x + h, y + k) =
n

∑
i=0

1
i !

�
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

�i
f (x , y) + En(h, k) (5)

d¬r. Burada

En(h, k) =
1

(n+ 1)!

�
h

∂

∂x
+ k

∂

∂y

�n+1
f (x + θh, y + θk)

olup, θ noktas¬0 ve 1 aras¬ndad¬r.
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