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Fark Denklemleri

V. kompleks sayilarin

x = [x1,x,x3,..]

y = hyys]
gibi, tiim sonsuz dizilerinin kiimesini temsil etsin. Tiim pozitif tamsayilarin
IN = {1,2,3,...} kiimesinde tanimli kompleks-degerli bir fonksiyonuna bir
dizi denir. Uygunluk acisindan, x fonksiyonunun n argiimentindeki degeri
icin x(n) yerine x, yazmaktayiz.
V kiimesinde iki operatér tanimlayalim:

x+y = [a+y,xe+ynxa+ys, .|
Ax = [AXl,)\XQ,AX:;, ]
Bu esitlikleri daha kompakt formda
(X+yY)h = Xotyn
(Ax)n = Ax,

seklinde yazabiliriz. V de bir 0 = [0, 0,0, ...] elemani mevcuttur. Bu

tanimlar altinda V bir vektér uzay olur.
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Fark Denklemleri

V vektor uzayi sonsuz boyutludur; gercekten, asagidaki vektorler kiimesi
lineer bagimsizdir:

v = [1,0,0,0,..]
v® = [0,1,0,0,..]
v® = 10,0,1,0,..]
v = 10,0,0,1,..]

L:V — V lineer operatorleri ile ilgilenecegiz. Bunlarin en énemlilerinden
birisi E ile gosterilen ve x = [x1, x2, x3, ...] olmak iizere

Ex = [x2,x3,xa, -..]

ile tanimlanan kaydirma operatérii veya yer degistirme operatoriidiir.
Boylece
(EX),, = Xn+1

dir. Agik olarak, (EEx), = x,42 veya (E¥x)n = Xp1k
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Fark Denklemleri Lineer fark operatérii

E nin kuvvetlerinin lineer birlesimi olarak ifade edilebilen lineer operator
(sabit katsayili ve sonlu rankli) bir lineer fark operatérii olarak
adlandirilir. Bu tip bir operatoriin genel formu

L= i GE' (1)
i=0

seklindedir. Kuskusuz, E°
(E%)n = (Ix)n = xp

ile tanimli birim operatérdiir. Esitlik (1) den, (1) formundaki bir lineer
operatoriin V den V ye tiim lineer operatérlerin kiimesinde bir lineer

altuzay meydana getirdigini gorebiliriz. E nin kuvvetleri bu alt uzay icin
bir baz olusturur.
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Fark Denklemleri Lineer fark operatérii

Esitlik (1) deki L nin E ye gore bir polinom olduguna dikkat edelim; diger
bir deyisle, L, E nin kuvvetlerinin bir lineer birlesimidir. Boylece,

L= p(E)

yazabiliriz. Burada p, L nin karakteristik polinomu olarak adlandirilir ve
m .
p(A) =) cA'
i=1

ile tanimlanir.

L nin lineerliginden, {x : Lx = 0} kiimesinin V nin bir altuzayi oldugu
hemen goriiliir ki; buna L nin sifir (null) uzayr denir. Eger L sifir uzay
icin bir baz bulunabilirse, Lx = 0 denklemini ¢o6ziilebilir olarak goérebiliriz.
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Fark Denklemleri Lineer fark operatérii

Genel olarak ne bekledigimizi gérmek icin, cg = 2,¢c1 = —3, 0 =1 ve
diger tiim ¢; lerin sifir oldugu, L nin somut bir durumunu goéz 6niine
alalim. Ortaya c¢ikan denklem, ki bir lineer fark denklemi olarak bilinir,

(E2 —3E' +2E%% = 0
Xp42 —3Xpt1+2x, = 0 (n>1) (2)
p(E)x = 0 pA)=A%—=31+2

seklinde ¢ formda yazilabilir. (2) yi ¢ézen diziler olusturmak oldukga
kolaydir. Gergekten, x1 ve x; yi isteksel secip, daha sonra (2) den x3, xq. ...
belirlenebilir. Bu sekilde, 6rnegin

1,0, -2, —6, —14, =30, ..]
[1,1,1,1,..]
[2,4,8,16,..]

gibi, degisik coziimler elde edebiliriz.
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Fark Denklemleri Lineer fark operatérii

lIk coziim sonraki iki coziimden daha gizemlidir, ciinkii genel teriminin ne
oldugu ilk etapta belli degildir. Sonraki iki ¢6ziim, A = 1 veya 2 olmak
iizere, acikca x, = A" formundadir. Bu tipten baska ¢éziimlerin var olup
olmadigini sorgulamak dogaldir. (2) de x, = A" yazarsak

ATTZ AT oA =
A"(A2=3142) = 0
AMA-=1)(A=2) = 0

elde ederiz. Basit bir analiz, ayni tipten sadece bir tane daha ¢6ziim
oldugunu gdsterir ki bu [0,0,0, ...] dir. Bu ¢éziime asikar ¢8ziim diyoruz.
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Fark Denklemleri Lineer fark operatérii
Boylece, u, = 1 ile tanimli u ve v, = 2" ile tamimli v ¢dziimleri, (2) nin
¢Oziim uzayi icin bir baz olustururlar. Bunu ispatlamak icin, kabul edelim
ki x, (2) nin herhangi bir ¢éziimii olsun. x = au + Bv olacak sekilde
ve 3 sabitleri ariyoruz. Bu esitligin anlami, her n icin x, = au, + Bv,
demektir. Ozel olarak, n = 1 ve 2 icin
{ X1 =a+ 2ﬁ (3)
Xo = K + 4‘3
dir. Denklem (3) a ve B yi tek olarak belirler, ciinkii katsayr matrisinin
determinanti 0 degildir. Simdi tiimevarimla her n icin x, = au, 4+ Bv,
oldugunu ispatlayabiliriz: Eger esitlik n den kii¢iik her indis icin dogru ise,
bu durumda n i¢in de dogrudur, ¢iinkii

Xp = 3Xp-1— 2Xp-2

3(aup—1+ Bv—1) — 2(aup—2 + Bvp—2)
a(3up—1 —2up—2) + B(3va—1 — 2vp_2)
= aup,+ Pv,

Bu 6rnek karakteristik polinomun "basit kékler" durumunu géstermektedir,
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Eger p bir polinom ve A da p nin bir kékii ise, bu durumda p(E)x =0
denkleminin bir ¢éziimii [A, A2 A3, ...] dir. Eger p nin tiim kékleri basit ve
sifirdan farkli ise, bu durumda fark denkleminin herbir ¢éziimii bu tip 6zel
coziimlerin bir lineer birlesimidir.

p(0) # 0 olmak iizere p nin bir polinom oldugunu varsayalim. Bu
durumda p(E) nin sifir uzayinin bir bazi su sekilde elde edilebilir: p nin
k-katli herbir A kokiine, x(A) = [A, A%, A3, ...] olmak iizere, k tane
x(A), X' (A), ..., xK=D(X) temel ¢bziimii karsilik getirilir.




Fark Denklemleri Katli Kokler

p, katl koklere sahipken, p(E)x = 0 denklemini ¢dzelim.
x(A) = [A, A% A3, ..] tanimlayalim. Eger, p herhangi bir polinom ise,

p(E)x(A) = p(1)x(A)

oldugunu gérmistiik. A ya gore tiirev alirsak

p(E)X (1) = P (A)x(A) + p(A)x'(A)

elde ederiz. Eger A, p nin kath bir kokii ise, bu durumda p(A) = p’(A) =0
olup, Bdylece x(A) ve x'(A) fark denkleminin ¢éziimleridir. Boylece, bir
¢6ziim x'(A) = [1,2A,3A2,..] dizisidir. Eger A # 0 ise,

A A2
det[1 2)\]7&0

oldugundan, bu, x(A) ¢éziimiinden bagimsizdir ve bdylece, eger diziler
ikinci terimde kesilirlerse, IR? deki geriye kalan vektor ciftleri lineer
bagimsizdir.

Nuri OZALP (Ankara Uni.) NUMERIK ANALIZ — BOLUM 1+ Fark Denklemleri 10 / 14




Bu nedenlemeyi genisleterek; p nin k kath bir kdkii A olmak iizere
asagidaki dizilerin p(E)x = 0 fark denkleminin ¢6ziimleri oldugunu
ispatlayabiliriz:

x(A) = [AMAZA3 L]
X'(A) = [1,2A,3A%,..]
x"(A) = [0,2,6A,..]

(k—1) .dk_l 2 43
X (A) = W[A,A ,A ,]




S N |2t Kokler

A, + Txp—1 + 2Xxp—2 — Xp—3 =0

fark denkleminin genel ¢6ziimiint belirleyiniz.

v

Verilen denklem p(A) = 4A° +7A? +2A — 1 olmak iizere p(E)x = 0
formundadir. p nin carpanlari (A + 1)? ve (41 — 1) dir. O halde, p iki
katl —1 kokiine ve —1/4 basit kokiine sahiptir. Temel céziimler

x(-1) = [-1,1,-11
X(=1) = [1,-2,3 4, .]
o) = ]
olup, genel ¢oziim x = ax(—1) + px'(—1) + yx(%) veya
X, = a(=1)"+ Bn(=1)""t+ (1" dir.

v

z 9ac
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Eger her nicin |x,| < c olacak sekilde bir ¢ sabiti varsa, veya diger bir
deyisle, sup, |x,| < oo ise, V nin bir x = [x1, X2, ...] elemanina simirhdir
denir. Eger p(E)x = 0 formundaki bir fark denkleminin tiim ¢oziimleri
sinirli ise, denkleme kararhdir denir. (2) fark denklemi kararl degildir,
ciinkii céziimlerinden biri x, = 2" ile verilmektedir.

p(0) # 0 olan bir p polinomu icin asagidaki ézellikler denktir:

@ p(E)x = 0 denklemi kararlidir.
@ p nin tim kékleri |z| <1 i; tiim katl kbkleri |z| < 1 i saglar.




.~ FarkDenklemleri Kararl Fark Denklemi
Ax, + Txp_1 +2X,- 0 —xp,3 =0

fark denkleminin kararli olup olmadigini belirleyiniz.

Verilen denklem p(A) = 4A +7A? +2) — 1 olmak iizere p(E)x = 0
formundadir. Onceki 6rnekten, p iki kath —1 kokiine ve —1/4 basit
kokiine sahiptir. O halde denklem kararsizdir.

Programlama édevi: S 36. problem 1.3
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