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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Giriş

Denklemlerin Köklerini Bulma

lineer olmayan denklemlerin veya lineer olmayan denklem
sistemlerinin çözümü

Di¼ger bir deyişle, f (x) = 0 olacak şekilde x in bulunmas¬veya
F (X ) = 0 olacak şekilde X = (x1, x2, ..., xn)T nin bulunmas¬

Bu denklemlerde, bir veya daha fazla de¼gişken herhangi say¬da lineer
olmayan bir yap¬da olacakt¬r.

En basit reel de¼gişkenli reel de¼gerli durum için genel problem:

Verilen bir f : R �! R fonksiyonu için f (x) = 0 olacak şekilde x
de¼gerlerini bulunuz.
x : denklemin kökü veya fonksiyonun s¬f¬r¬demektir.
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Giriş

Iş¬¼g¬n yay¬l¬m¬teorisinde

x � tan x = 0

denkleminin köklerine gereksinim duyar¬z

Gezegensel yörüngeler hesab¬nda, a ve b nin de¼gişik de¼gerleri için,

x � a sin x = b

Kepler denkleminin köklerine gereksinim duymaktay¬z.

Fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬n¬belirleme, birkaç yüzy¬ldan beri aktif bir
çal¬̧sma alan¬oldu¼gu için, say¬s¬z yöntem geliştirilmiştir. Bu bölümde,
oldukça kullan¬̧sl¬olan üç yöntem ile başlayaca¼g¬z: Yar¬lama
yöntemi, Newton yöntemi ve kiriş yöntemi.
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x � a sin x = b

Kepler denkleminin köklerine gereksinim duymaktay¬z.

Fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬n¬belirleme, birkaç yüzy¬ldan beri aktif bir
çal¬̧sma alan¬oldu¼gu için, say¬s¬z yöntem geliştirilmiştir. Bu bölümde,
oldukça kullan¬̧sl¬olan üç yöntem ile başlayaca¼g¬z: Yar¬lama
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

1 E¼ger f , [a, b] aral¬¼g¬nda sürekli bir fonksiyon ve f (a)f (b) < 0 ise, bu
durumda f fonksiyonu (a, b) de bir s¬f¬ra sahip olmak zorundad¬r.
f (a)f (b) < 0 oldu¼gundan, f fonksiyonu [a, b] de işaret de¼giştirir ve
böylece, aral¬¼g¬n içinde en az bir s¬f¬ra sahiptir. Bu Ortalama-De¼ger
Teoreminin bir sonucudur.

2 Yar¬lama yöntemi bu sonucu şu şekilde kullan¬r:

1 f (a)f (b) < 0 ise, bu durumda c = 1
2 (a+ b) yi hesaplay¬p,

f (a)f (c) < 0 olup olmad¬¼g¬n¬test ederiz. E¼ger bu do¼gru ise, bu
durumda f , [a, c ] de bir s¬f¬ra sahiptir. Böylece c yi yeniden b olarak
adland¬r¬p, orjinal aral¬¼g¬n yar¬s¬uzunlu¼gunda olan yeni [a, b] aral¬¼g¬ile
tekrar başlar¬z.

2 f (a)f (c) > 0 ise, bu durumda f (c)f (b) < 0 olup, bu kez c yi yeni a
olarak al¬r¬z.

3 f (a)f (c) = 0 ise, bu durumda f (c) = 0 olup, s¬f¬r bulunmuş olur.
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Yuvarlama hatalar¬nedeniyle, f (c) nin bilgisayarda kesin 0 olmas¬çok
küçük ihtimaldir. Bu nedenle, durma kriteri f (c) = 0 olmamal¬d¬r. Kabul
edilebilir bir tolerans, örne¼gin Marc-32 de f (c) < 10�5 gibi, verilmelidir.
Yar¬lama yöntemi aral¬¼g¬ikiye bölme yöntemi olarak da bilinir.
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Yar¬lama algoritmas¬aşa¼g¬daki gibi verilebilir:
girdi a, b,M, δ, ε
u  f (a); v  f (b); e  b� a
ç¬kt¬a, b, u, v
e¼ger sign(u) = sign(v) ise dur
k = 1 den M ye döngü

e  e/2; c  a+ e; w  f (c)
ç¬kt¬k, c ,w , e
e¼ger jej < δ veya jw j < ε ise dur
e¼ger sign(w) 6= sign(u) ise

b  c
v  w

de¼gilse
a c
u  w

koşul sonu
döngü sonu
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Örnek
ex = sin x denkleminin 0 a en yak¬n kökünü bulmak için yar¬lama
yöntemini kullan¬n¬z.

Çözüm

f (x) = ex � sin x in bir kökü [�4,�3] aral¬¼g¬ndad¬r.[�4,�3] aral¬¼g¬ndan
başlan¬rsa, aşa¼g¬daki ç¬kt¬üretilir:

k c f (c)
1 �3.5000 �3.321
2 �3.2500 �0.694� 10�1
3 �3.1250 �0.605� 10�1
4 �3.1875 �0.625� 10�1
...

...
...

13 �3.1829 �0.122� 10�3
14 �3.1830 �0.193� 10�4
15 �3.1831 �0.124� 10�4
16 �3.1831 �0.345� 10�5
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Teorem (Yar¬lama Yöntemi)

E¼ger [a0, b0], [a1, b1], ..., [an, bn ], ... yar¬lama yöntemindeki aral¬klar¬
belirtiyorsa, bu durumda limn!∞ an ve limn!∞ bn vard¬r, eşittir, ve f nin
bir s¬f¬r¬n¬temsil ederler. E¼ger r = limn!∞ cn ve cn = 1

2 (an + bn) ise, bu
durumda

jr � cn j � 2�(n+1)(b0 � a0)

d¬r.
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1 Denklemlerin Köklerini Bulma Yar¬lama (·Ikiye bölme) yöntemi

Örnek

Yar¬lama yönteminin [50, 63] aral¬¼g¬ile başlad¬¼g¬n¬kabul edelim. Bir parçada
10�12 ba¼g¬l duyarl¬l¬kla bir kökü hesaplamak için kaç ad¬m al¬nmal¬d¬r?

Çözüm
Ba¼g¬l duyarl¬l¬k için istenen koşuldan

jr � cn j / jr j � 10�12

olmal¬d¬r. r � 50 oldu¼gunu bildi¼gimizden,

jr � cn j /50 � 10�12

eşitsizli¼gini sa¼glamak yeterlidir. Teorem 1 den, aşa¼g¬daki koşulun gerçeklenmesi
gerekti¼gi sonucunu ç¬kar¬r¬z:

2�(n+1) � (13/50) � 10�12

Bu eşitsizli¼gi n için çözerek, n � 37 buluruz.�
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