NUMERIK ANALIiZ

Bilimsel Hesaplama Matematigi

Nuri OZALP

LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN ¢OZUMU




Newton Yéntemi

@ (Cok farkh durumlara uygulanabilen genel bir yontemdir.

@ Reel degiskenli, reel-degerli bir fonksiyonun bir sifirini bulmaya
odaklarsak, yontem Newton-Raphson yinelemesi (iterasyonu)
olarak adlandirihr.

@ Yarilama yontemi ve kiris yontemine gére daha hizhdir, ciinkii
yakinsakhgr lineer veya siiperlineer olmak yerine karesel (ikinci
basamaktan) dir.

o Maalesef yontem yakinsakiligl her zaman garanti etmez. Cogu zaman,
Newton yontemi, niimerik global yakinsak olan bir melez yéntemde,
daha yavas olan diger yontemlerle birlikte kullanilir.
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Newton Yéntemi

f nin bir sifiri r, ve x de r ye bir yaklasim olsun. Eger f/ mevcut ve siirekli
ise, bu durumda Taylor Teoreminden, h = r — x olmak {izere,

0="f(r)=f(x+h) = f(x)+hf'(x) +O(h*)

dir. Eger h kiigiik (yani x, r ye yakin) ise O(h?) terimini ihmal edilir ve

kalan denklem h ya gore ¢oziilirse h = —f(x)/f'(x) bulunur.

Boylece, eger x, r ye bir yaklasim ise, bu durumda x — f(x)/f'(x), r ye
daha iyi bir yaklasim olmalidir.

Newton ydntemi, r ye bir xp baslangic tahmini ile baslar ve ardisik olarak

f(Xn)
f/(Xn>

(n=0) (1)

Xn+1 = Xp —

ile tanimlanir.
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girdi xo, M, 6, ¢
v f(xo)
cikti 0, xg, v
eger |v| < ¢ ise dur
k =1 den M ye dongii
x1— x0— v/f'(xo)
v f(x1)
ciktt k, x1, v
eger |x1 — xp| < J veya |v| < ¢ ise dur

Xp < X1
dongii sonu




Newton Yontemi  Algoritma

f(x) = e — 1.5 — tan~! x fonksiyonunun negatif sifirini bulmak icin,
cift-duyarli hesaplamayla, Newton yontemi kullaniniz.
k X f(x)
0  —7.00000 00000 00000 00000 00000 0 —0.702 x 10!
1 —10.67709 61766 40013 99296 98438 6 —0.226 x 10!
2 —13.27916 73756 32712 90859 78631 9 —0.437 x 102
3 —14.05365 58542 69238 73474 831753 —0.239 x 1073
4 —14.10110 99568 66413 47616 31270 6 —0.800 x 10~°
5 —14.10126 97709 39415 94621 57950 6 —0.901 x 10!
6 —14.10126 97727 39968 42508 30031 4 —0.114 x 10-2°
7 —14.10126 97727 39968 42531 15512 2 0.000
8 —14.10126 97727 39968 42531 15512 2 0.000
Ciktilar, yinelemelerin hizli yakinsakligini géstermektedir
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Newton Yéntemi Grafik Yorum

Newton yéntemi fonksiyonun lineerlestirilmesinden olusur. Yani f bir
lineer fonksiyon ile degistirilmektedir.
Bunun icin fonksiyon, Taylor serisindeki ilk iki terim ile degistirilir:

f(x)=f(c)+f(c)(x—c)+ %f"(c)(x— )24
ise, bu durumda (c deki) lineerlestirme,
U(x) = f(c) +f(c)(x—c)

lineer fonksiyonunu dogurur. Dikkat edilirse ¢ komsulugunda ¢, f ye iyi bir
yaklasimdir, ve aslinda £(c) = f(c) ve ¢'(c) = f'(c) dir. O halde, lineer
fonksiyon ¢ noktasinda f ile ayni degere ve ayni egime sahiptir. Boylece,
Newton yénteminde; r ye yakin bir noktada f nin tegetini olusturuyoruz ve
teget dogrunun x-eksenini kestigi noktayi buluyoruz.
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I(x) = f(xn) + F(x0)(x — xn)

Jx)

Teget dogru




Newton Yéntemi Hata Analizi

e, = xp — r diyelim. (Yuvarlama hatalarini diisiinmiiyoruz.) f" niin siirekli,
ve r nin basit bir sifir, yani f(r) =0 # f/(r) oldugunu kabul edelim.
Newton iterasyonlarinin tanimindan

e = X — =X — f(XI”I) —
n+1 — n+1 — Xn f/(Xn)
L) )~ Flx)
" F ) () @

olur. ¢, x, ile r arasinda bir sayi olmak iizere, Taylor Teoreminden,

0="1(r) =f(xn—en) = f(xn) — enf'(xn) + 2€2f"(Z,)

dir. Bu esitligin diizenlenmesi ile e,f'(x,) — f(xy) = 3" (¢,,)e? olur.
Bunu Denklem (2) de yazarsak

117(S,)

o 1 U Lf"(r)
n+1 — 2 f/(Xn)

Nif’(r)

SN
SN

_ a2
= Ce;,

e e

bulunur.
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Newton Yéntemi Hata Analizi

Yontemin hala yakinsakhigini olusturmak durumundayiz. Ispati Denklem
(3) den vermek kolaydir: Eger e, kiiciik ve eger 3f"(¢,)/f'(x,) carpani
cok biiyiik degilse, bu durumda e +1, e, den daha kiiciiktiir. J ya bagh bir
c(d) degerini

c(d) = % max !f”(x)! / min !f’(x)‘ (6 >0) (4)

[x—r|<é |x—r|<é

ile tanimlayalim. & yi1, Denklem (4) deki boleni pozitif yapacak sekilde
secelim ve gerekirse ¢ y1 ¢c(d) < 1 olacak sekilde kiiciiltelim. J, 0 a
yakinsarken c(8) da 3f"(r)/f'(r) ye ve bdylece 6c(5) da 0 a
yakinsadigindan, bu miimkiindiir. Sabitlenmis ¢ i¢in p = dc(J) alalim.
Newton iterasyonuna |xg — r| < 0 olacak sekilde bir xp ile basladigimizi
kabul edelim. Bu durumda |ey| < 6 ve |G, — r| < & dir. Boylece, c(J) nin
tanimindan

S1F"(E0) /7 (x0)] < e(9)

dir.

. . _ - LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN COZOMU_~_ 9 /
Nuri OZALP (Ankara Uni.)  NUMERIK ANALIZ — BOLUM 3 — 27



R Hata Analzi
O halde, Denklem (3) den

b —r| = ler| < §c(0) = leo| |eo] c(8) < |eo| 6¢(0) = |en| p < |en] <&

olur. Bu ise, bir sonraki nokta olan x; in de r nin ¢ birim komsulugunda
kaldigini gosterir. Buradan, ayni diisiince tekrarlanarak

ler] < ple
2] < ple| <p? e
s < plel<p’el
ve boylece, genel olarak
len] < 0" [eo]

elde edilir. 0 < p < 1 oldugundan, lim,_. p" = 0 ve b&ylece
lim,— e €, = 0 bulunur. . _ .




Bu yapilanlarin 6zeti olarak Newton yontemi icin asagidaki teoremi elde
ederiz.

" siirekli ve r, f nin bir basit kokii olsun. Bu durumda r nin bir
komsulugu ve bir C sabiti vardir yle ki; eger Newton yéntemi o
komsulukta baslatilirsa, ardisik noktalar r ye kararli bir sekilde yaklasir ve

[Xps1 —r| < Clxa—r)>  (n>0)

esitsizligini saglar.




NN 122 Analizi

Bazi durumlarda, Newton yontemi keyfi bir baslangic noktasindan da
yakinsakhgi garanti eder. Boyle bir teorem &rnegini verelim:

Eger f, C2(R) de artan, konveks (f”(x) > 0) ve bir sifira sahipse, bu

durumda bu sifir tektir ve herhangi bir baslangic noktasi icin Newton
yéntemi bu sifira yakinsaktir.

v

f artan oldugundan, R de f' > 0 olur. Denklem (3) den, e,4+1 > 0 ve
béylece, n > 1 igin x, > r dir. f artan oldugundan, f(x,) > f(r) =0 dir.
Béylece, Denklem (2) den, e,+1 < e, dir. Buradan, [e,] ve [x,] dizileri
azalan ve alttan (sirasi ile 0 ve r ile) sinirhidir. O halde, e* = lim,_,. €, ve
x* = limp_c0 Xn limitleri mevcuttur. Denklem (2) den

e* =e* — f(x*)/f(x*) ve boylece f(x*) =0 ve x* = r olurl

v

=

G
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bulunuz.

Newton yontemini kullanarak karekokleri hesaplamak icin etkili bir yontem

R > 0 ve x = V/R alalim. Béylece x, x> — R = 0 denkleminin bir

kékiidiir. Eger, (1)-Newton yéntemini f(x) = x> — R fonksiyonuna
uygularsak, iterasyon formiilii

1 R
Xn4+1 = E Xp + —
Xn

seklinde yazilabilir. (Bu formiil oldukca eski olup, M.O. 100 ve M.S. 100

yillar civarinda yasamis Eski-Yunan miihendis ve mimari Heron'a atfedilir.)

e

R

VRS
/27
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Newton Yontemi  ORNEK

Eger, 6rnegin, /17 yi hesaplamak istersek ve xg = 4 ile baslarsak, (sadece
dogru rakamlari sergilemek icin yuvarlanmis formda verilen) ardisik
yaklasimlar asagidaki gibi olur:

x3 = 4.12

xp = 4.12310 6

x3 = 4.12310 56256 177

x4 = 4.12310 56256 17660 54982 14098 56

Xy ile verilen deger 28 gostergeye kadar dogru olup, anlamli rakamlarin
ikiye katlanmasi beklentisini sonuglardan gérmekteyiz.
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Newton Ydntemi Kapali Fonksiyonlar

Eger x 6nceden verilmisse, bu durumda G(x,y) = 0 denklemi Newton
yontemi kullanilarak y ye gore ¢oziilebilir. Uygun bir yy baslangic¢
noktasindan baslayarak, y1, y», ... yi

G
Vi1 = Yk — G(Xv)’k)/ay(xr)/k)

ile tanimlariz. Bu ydntem, y(x) fonksiyonunun bir tablosunu olusturmak
icin kullanilabilir. Eger tablo bir (x,, y,) girdisi iceriyorsa, ve hemen
yanindaki (Xp+1, ynt+1) girdisini hesaplamayi arzu ediyorsak, Newton
iterasyonunu (x,+1, yn) ile baslatiriz. iterasyonun sonucu

G(Xn+1, Yn+1) = 0 denklemini saglayan y, 1 dogru degeri olacaktir.
G(xn, ¥n) = 0 ve X511, X, € yakin oldugundan, G(x,+1,ys) nin kiigiik
oldugunu, ve Newton iterasyonunda bir ka¢ adimin, G(x,41, Ypt1) =0
kesin esitligini saglayacak sekilde, y, de diizeltme yapacagini bekleyebiliri
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Newton Yéntemi Lineer Olmayan Denklem Sistemleri

Lineer olmayan denklem sistemleri icin Newton yontemi, tek denklem icin
kullanilan stratejiyi takip eder.iki degisken iceren bir denklem sistemiyle

bunu gosterelim:
fi(xt, x ) =0
b o ®)

(x1,x2) nin (5) sisteminin bir yaklasik ¢6ziimii oldugunu kabul ederek,
(x1 + h1, xo + hy) daha iyi bir yaklasik ¢6ziim olacak sekilde hy ve hy
diizeltmelerini hesaplayalim. iki degiskenli Taylor aciliminda sadece lineer

terimleri kullanarak

of of
0="f(xi+ h1,x2o+ h) ~ fi(x, X2)+hla " -l—hzi
o of (6)

0="fh(x+h,x2+ )~ hH(x, X2>+hla " + hy=—

elde ederiz. (6) da gdriinen kismi tiirevler (xi, x2) de hesaplanacaktir.

sistemi, h; ve hy yi belirleyecek bir lineer denklem cifti olusturur.
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Newton Yéntemi Lineer Olmayan Denklem Sistemleri

Katsayilar matrisi, f; ve f; nin Jakobiyen matrisi

J= ofi/ox1 dfi/dx
| oh/ox1 9h/dx

dir. (6) y1 ¢6zmek icin J nin tekil olmamasi gerekir. Eger bu durum

gecerliyse, ¢oziim
2] [43]
ha fo(x1, x2)

olur. Boylece, iki degiskenli, lineer olmayan iki denklem i¢in Newton

yontemi
X1(k+1) _ Xl( hgk)
ler) x§
(
1
hs

ht)
(k) k) (k) (k)
hl v . h _ ﬂ(Xl 'X2 )
olup, burada [ hgk) ] degerleri J [ ) ] = - [ ﬁ(Xl(k),Xz(k))

sisteminden ¢oziilur
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Genel durum:

fi(x1,x2, ... xp) =0 (1 <i<n) (7)
denklem sistemi, X = (x1, x2, ..., x) T ve F=(f,f, ..., f,) T olmak
tizere, basitce

F(X)=0 (8)

formunda ifade edilebilir. Bu durumda (6) sisteminin benzeri
0=F(X+H)~F(X)+F(X)H 9)
olup, burada H = (hy, ha, ..., h,) T ve
ofi/oxi 9dfi/dxy -+ Ofi/dxy

F(X) = oh/0x1 0fh/dxx --- 0f/dx,

Of. Joxy Of,/dxs --- Of,/dx,




Newton Yéntemi Lineer Olmayan Denklem Sistemleri

H diizeltme vektorii, (9)-lineer denklem sistemini ¢tzerek elde edilir.
Teorik olarak bunun anlami

H=—F(X)"'F(X) (10)

dir, fakat (10) da daha masrafli olan ters matris hesabi yapmak yerine,
genellikle H Gauss yoketme ydntemi ile (9) dan belirlenir. Béylece, n
degiskenli, lineer olmayan n denklem i¢in Newton yontemi

Xk+1) — x (k) 1 k) (11)

ile verilir. Burada, Jakobiyen sistem

dir.
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(1,1,1)7 ile baslayarak,

xy =2z2+1
xyz +y? =x*+2
e+z=e"4+3

lineer olmayan sisteminin bir kokiini bulmak icin Newton ydnteminde alti
adim kullaniniz.

v

fi(x1, x2, x3) xixp — x5 —1
F(X) = f2 (Xl, X2, X3) = X1 XpX3 — X12 + X22 —2 diye/im. Kismi
fé(Xl,Xg,X3) el —e®+x3—3
X5 X1 —2x3
tiirevler alinirsa, F'(X) = | xox3 —2x1 x1x3 +2x2  xixp | Jakobiyen
ex —e* 1

matrisi elde edilir.

LINEER UmeW
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X©) = (1,1,1)7 baslangic degerini kullanarak, Denklem (11) ve (12) ile
verilen Newton yontemini kullanarak asagidakileri elde ederiz:

X1 X2 X3
1.00000 00 1.00000 00 1.00000 00
2.18932 60 1.59847 51 1.39390 06
1.85058 96 1.44425 14 1.27822 40
1.78016 11 1.42443 59 1.23929 24
1.77767 47 1.42396 09 1.23747 38
1.77767 19 1.42396 05 1.23747 11
1.77767 19 1.42396 05 1.23747 11 N

SO W N R OS>

[m] ’?l = =
LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN C



Kiris Yéntemi

Newton yénteminin

frit = 0 — ﬁ(xx"n)) (1)

esitligiyle tamimlandigini hatirlayalim. Newton ydnteminin zorluklarindan
birisi, sifir aranan fonksiyonun tiirevini icermesidir. Bu dezavantaji
halletmek icin bir cok yontem onerilmistir. Ornegin, Steffensen iterasyonu

)P
nt " f(xn+ f(xn)) — f(xn)

bu probleme bir yaklasimdir. Bir baskasi, Denklem (1) de f'(x) i,

(2)

Xn — Xn—1
gibi bir fark orani ile degistirmektir. Denklem (2) de verilen yaklasim,
dogrudan f’(x) in limit tanimindan, yani

f'(x) = lim flu) = )

u—Xx u—X

den gelmektedir.
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Kiris Yéntemi

Newton iterasyonunda bu degisim yapildiktan sonra ortaya cikan algoritma
kiris ydontemi olarak adlandirilan

Xn — Xn—1

f(xn) — f(xn-1)

iterasyon formiiliidiir. x,11 in hesabi, x, ve x,_1 i gerektirdiginden, ilk
basta iki baslangicta kosulu verilmelidir. Bununla beraber, her bir yeni
Xp+1 Ssadece bir yeni f hesabina gerek duyar. ( Steffensen algoritmasi, her
bir yeni x,+1 icin iki yeni f hesabina gerek duymaktadir.)

Xn+1 = Xp — (Xp) (n>1) (3)
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Kiris yonteminin grafiksel yorumu, Newton yéntemininkine benzerdir.
Egrinin teget dogrusu, bir kiris dogru ile degistirilir.




Kiris Yéntemi Hata Analizi

Kiris yonteminde ardisik yinelemeler yapidiginda, e, = x, — r icin

1" (r
ent1 N 2f-/((”))enenl = Cenenfl
elde ederiz. Kiris yonteminin yakinsaklik basamagini kesfetmek icin A bir
sabit olmak tizere

|lent1] NA|en|a

asimtotik bagintisinin gergek oldugunu varsayarsak (bu bagintinin anlami;
n — oo icin |e,41| /(A|es|") nin 1 e gitmesi ve a-yinci basamaktan
yakinsakligi saglamasidir), kiris yontemi icin

lens1| = Ale,1HY?)2

buluruz. (siiperlineerlik)
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Kiris Yéntemi Hata Analizi

(1+ \/5)/2 ~ 1.62 < 2 oldugundan, kiris yonteminin yakinsaklik hizi
Newton ydntemininki kadar iyi degildir fakat yarilama yontemininkinden
daha iyidir. Fakat, Newton ydnteminin her yeni adimi iki yeni—f(x) ve
f'(x) fonksiyon hesabi gerektirirken, kiris ydnteminin her yeni adimi sadece
bir yeni fonksiyon hesabina gereksinim duyar. Kiris yonteminin iki adimi
icin

lenia] ~ Alens1|* ~ ALTE [, = ALT® [, |3V5)/2
olur. Bu ise, (3 + \/g)/2 /2 2.62 oldugundan, Newton yonteminin karesel

yakinsakligina gore daha iyi gériinmektedir. Siiphe yok ki, kiris ydonteminin
iki adimi ise, her bir iterasyonda, daha fazla is gerektirecektir!

. . _ _— LINEER OLMAYAN DENKLEMLERIN COZUMU 26
Nuri OZALP (Ankara Uni.)  NUMERIK ANALIZ — BOLUM 3 — /27



girdia, b, M, 6, ¢

fa «— f(a); fb«— f(b)
cikt1 0,4, fa

cikt1 1, b, b

k =2 den M ye dongii
eger |fa| > |fb] ise
a< fa, b fb
kosul sonu
s« (b—a)/(fb— fa)
b«—a
fb <« fa

a«—a—faxs

fa — f(a)

cikti k,a, fa

eger |fa| < e veya |b—a| < ¢ ise dur
dongii sonu
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