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Newton ydntemi ve Steffensen ydntemi, noktalarin bir dizisinin
swi1 = F(x) (n>0) (1)

formunda bir formiille hesaplandigi yordamlara birer 6rnektir. Bu tip bir
denklemle tanimlanan bir algoritmaya fonksiyonel (iterasyon) yineleme
denir. Newton yonteminde

_ )
F(x) =x— 7(x)
ile verilirken, Steffensen yonteminde
[F ()]

FO) =X =567 00) 7o)

dir.




(1) formiiliinde
im x, = s

kabul edelim. s ve F arasindaki iliski nedir? Eger F siirekli ise, bu durumda

F(s)=F < lim x,,) = lim F(x,) = lim xp41 = s

n—oo n—oo

dir. Bdylece, F(s) = s olup, bu tipten s ye F nin bir sabit noktasi denir.
Bir sabit noktayi, fonksiyonun ardisik siirecte "kilitlendigi" deger olarak
diisiinebiliriz.




Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Bir matematiksel problem, siklikla bir fonksiyonun sabit noktasini bulma
problemine indirgenebilir. Cok ilgi ¢ekici uygulamalar, diferensiyel
denklemler, optimizasyon teorisi ve diger alanlarda goriinmektedir.
Genellikle, sabit noktalari aranan F fonksiyonu, bir vektér uzayindan bir
baskasina bir déniisiimdiir. F nin bir kapali C £ R kiimesini kendi icine
doniistiirdiigii, en basit durumu analiz etmeyi planhyoruz. ispatlayacagimiz
teorem biiziilme doniisiimleri ile ilgilidir. Eger, F nin tanim bélgesindeki
her x ve y noktasi icin

|F(x) = F(y)| < Alx—y] (2)

olacak sekilde, 1 den kiiciik bir A sayisi varsa, F doniisiimiine ( ya da
fonksiyonuna) bir biiziilme denir.
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Sekil de gosterildigi gibi, x ve y arasindaki mesafe, biiziilme fonksiyonu F
yardimiyla, F(x) ve F(y) arasindaki daha kisa bir mesafeye

donistiirtilmektedir.

y
A

F(b) F®

F(a)4




C reel dogrunun kapali bir altkiimesi olsun. Eger F, C den C ye bir
biiziilme doéniisiimii ise, bu durumda F tek bir sabit noktaya sahiptir.
Dahasi, bu sabit nokta bir xp € C baslangic noktasiyla, Denklem (1) den
elde edilen her dizinin limitidir.

Asagidaki sekilde ardisik olarak tanimlanan [x,] dizisinin yakinsak oldugunu
ispatlayiniz.

X0=—15
a1 =3-%x|  (n20)
[FO) = F)l = B=3Ix| =3+ 3yl = 3 [yl = Ixll < 5y =«

oldugundan F(x) = 3 — % |x| fonkisyonu bir biiziilmedir. Sabit noktanin 2
oldugu goriilebilir.

V.

=] (=1 = £ Al
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1
F(x) =4+§sin2x

fonksiyonunun sabit noktasini hesaplamak icin Biiziilme Doniisiimii
Teoremini kullaniniz.

Ortalama-Deger Teoreminden, x ve y arasindaki bazi ¢ ler icin,
[F(x) = F(y)| = § Isin2x —sin2y| = 5 |cos2§| [x — y| < § |x —y|

olur. Bu ise f nin A = 2/3 ile biiziilme oldugunu gésterir. Teoremden, F
bir sabit noktaya sahiptir. Baslangic degeri 4 ile baslayip, 20 iterasyon ile
sabit noktayr hesaplayan bir bilgisayar programi ile xo0 = 4.26148 37
bulunur.

o <& = E Qe
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Polinomlarin Kéklerini Hesaplama Horner Algoritmasi

Bir

p(z) = a,z" + Ap_12" Y+ 4 a2 + a1z + ag (1)
polinomun degerlerinin verimli sekilde hesaplamasi icin Horner
algoritmasina gereksinim vardir. Bu algoritma ayni zamanda icice
carpimlar ve sentetik bélme olarak da bilinir. Bu algoritmanin baska
amaclar icin de kullanish oldugunu goérecegiz. Eger bir p polinomu ve bir
79 kompleks sayisi verilmis ise, Horner algoritmasi p(z) sayisini ve

p(Z) _p(ZO) (2)

q(z) = = —
z 2

polinomunu dretir. g polinomunun derecesi p nin derecesinden 1 kii¢iiktiir.

Bu denklemden
p(z) = (z—20)q(z) + p(20)

yazabiliriz.
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Polinomlarin Kéklerini Hesaplama Horner Algoritmasi
Bilinmeyen q(z) = by + b1z + -+ - b,—12""! ve p(z) nin benzer formu
Denklem (3) te yazilirsa, z nin her iki taraftaki benzer kuvvetlerinin
katsayilari birbirlerine esitlenebilir. Boylece, asagidaki esitlikler elde edilir:

bn—l = d4ap

br—o = ap,-1+zgbs—1

by = a1+zb
p(z) = a0+ z0bo

Horner algoritmasindaki katsayilarin hesabi eger elde yapilacaksa, siklikla
asagidaki diizenleme kullanilir:

an An—1 Apn—2 ap
2y ZObn—l Zobn_g Zob()
‘ bn—l bn—2 bn—3 s b_y

Kutu icindeki sayr p(zg) = b_1 i saglar.
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U SRR Horver Algoritmasy
p(z) = z* — 423 + 722 — 5z — 2 olmak iizere p(3) ii hesaplamak icin
Horner algoritmasini kullaniniz.

Hesaplamayi yukarida énerildigi gibi diizenleyelim.

1 —4 7 -5 =2
3 3 -3 12 21
| 1 —1 4 7 19

Béylece p(3) = 19 olup,

p(z) =(z—3)(22— 2> +4z+7)+19

yazabiliriz.




U S URETE Horner Algoritmas
Horner algoritmasi ayni zamanda deflasyon (daralma) icin de kullanilir.
Bu, bir polinomdan bir lineer carpani ayirma islemidir. Eger zg, p
polinomunun bir kokii ise, z — zg, p nin bir ¢arpani olup, tersi de dogrudur.
p nin geriye kalan kokleri p(z)/(z — zp) in n— 1 tane kokiidiir.

Onceki 6rnekteki polinomu, 2 nin koklerden biri oldugu gercegini
kullanarak carpanlarina ayiriniz.

v

Yukarida agiklanan hesaplama diizeninin aynisini kullanalim:

Boylece,

24— 422 +722 -52-2=(z-2)(2 - 222 +3z+1)
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Polinomlarin Kéklerini Hesaplama Horner Algoritmasi

Horner algoritmasinin ticiincii bir uygulamasi, herhangi bir nokta
komsulugunda Taylor acilimini bulmak icindir. p(z), Denklem (1) deki gibi
olsun ve

p(z) = anzn+11n712n_1—|—---+g0
= lz—2)"+c1(z—2)" '+ 4+

denklemindeki ¢, katsayilarini aradigimizi kabul edelim. Kuskusuz, Taylor
Teoremi ¢, = p(k)(zo)/k! oldugunu soylemektedir, fakat daha kullanish
bir algoritmayi arastira-lim. p(zp) = ¢y olduguna dikkat edersek, p
polinomuna zy noktasiyla Horner algoritmasi uygulandiginda bu katsayi
elde edilir. Algoritma ayrica

p(z) — p(2)
zZ— 2

q(z) = =cl(z—2)" Htealz—2)"+-+a
polinomunu verir. Bu ise, c; = q(zy) oldugundan, g polinomuna z

noktasiyla Horner algoritmasi uygulanarak, ikinci katsayi olan ¢; in eldeg
edilebilecegini gosterir. Bu islem tiim ¢ katsayilari bulununcaya kadar

tekrarlanir.
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Onceki 6rnekteki polinomun zyg = 3 komsulugunda Taylor acilimini
bulunuz.

Coziim. islemler asagidaki gibi diizenlenebilir:

1 -4 7 -5 -2
3 3 =3 12 21
1 -1 4 7 @O
3 3 6 30
1 2 10 Bz
3 3 15
1 5 1§
3 3
D B

Kutu icindeki sayilar polinomun ¢, katsayilar olup, buradan
p(z) = (z—3)* +8(z—3)° +25(z — 3)° +37(2 — 3) + 19 dir_




Polinomlarin Kéklerini Hesaplama Horner Algoritmasi

Yukarida aciklanan algoritmayr tam Horner algoritmasi olarak
adlandinyoruz. Bunu calistiran 6nkod, ¢, katsayilari a, girdi katsayilarinin
iizerine yazilacak sekilde diizenlenmistir.

girdin, (a,:0<i<n), z
k =0 dan n — 1 déngii
j=n—1den k ya —1 adimla déngii
aj < aj + 20041
déngii sonu
dongii sonu
cikti (a;:0<i<n)
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Polinomlarin Kéklerini Hesaplama Horner Algoritmasi

Simdi Newton yénteminin bir polinoma nasil uygulanacagina dair her seye
sahibiz. Iterasyonun

_ f(zx)
Zk+1 — Zk — f-,(zk)

denklemi ile tanimlandigini hatirlayalim. Eger bu bir p polinomuna
uygulanirsa, Horner algoritmasiyla birlestirilen giiclii bir ydntem p(z) ve
p'(z) yi hesaplamak icin kullanilabilir. Eger, tam Horner algoritmasinda
sadece iki adim kullanilirsa, ¢g = p(z) ve ¢1 = p/(z) 1 elde edecegimizi
gordiik. Bu iki adim 6nkodda birlestirilebilir. Ayrica, girdi katsayilarina
iterasyonun ardisik adimlarinda ihtiyac duyulacagindan, bunlari iizerlerine
yazmaktan vazgeciyoruz. p, Denklem (1) deki formuyla, ve zy verilmek
lizere, & = p(z) ve B = p'(zp) 1 lireten &nkod su sekildedir:
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girdin, (a;:0<i<n), 2z

N — ap

B0

k=n—1den 0 a —1 adimla dongii
B—a+zp
o — ax + zou

dongii sonu

cakti o, B




Eger bu 6nkodu horner(n, (a;: 0 < i< n), z, &, B) olarak adlandirirsak,
bu durumda, verilen polinom icin zy baslangicl, M adimli Newton y&ntemi
icin 6nkod su sekilde olabilir:

girdin, (a;:0<i<n),z M:e

j=1den M ye dongii
horner(n, (a;: 0 <i < n),z,a,p) cagir
71—20—a/PB

cakti o, B, z;
eger |z; — z| < ¢ ise dur
20 < 21

déngii sonu




Yukaridaki 6rnekteki polinom icin zg = 0 dan baslayarak Newton ydntemini
uygulayiniz.

v

Oncelikle zy = 0 1 kullanarak, biraz 6nce aciklanan algoritmayla
p(0) = —2 ve p/(0) = —5 degerlerini hesaplariz. z nin yeni degeri

71 =2 — 258 =0~ =2 = —0.4 olur. Digerleri
k p(a) plz)  z
1 —2.00000 —5.00000 —0.40000
2 140160 —12.77600 —0.29029
3 146322 —10.17322 —0.27591
4 000226 —9.86030 —0.27568
5 000000 —9.85537 —0.27568

zx nin —0.27568 kokiine hizla yakinsadigina dikkat ediniz.
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