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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Newton yöntemi ve Ste¤ensen yöntemi, noktalar¬n bir dizisinin

xn+1 = F (xn) (n � 0) (1)

formunda bir formülle hesapland¬¼g¬yordamlara birer örnektir. Bu tip bir
denklemle tan¬mlanan bir algoritmaya fonksiyonel (iterasyon) yineleme
denir. Newton yönteminde

F (x) = x � f (x)
f 0(x)

ile verilirken, Ste¤ensen yönteminde

F (x) = x � [f (x)]2

f (x + f (x))� f (x)

dir.
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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

(1) formülünde
lim
n!∞

xn = s

kabul edelim. s ve F aras¬ndaki ilişki nedir? E¼ger F sürekli ise, bu durumda

F (s) = F
�
lim
n!∞

xn
�
= lim

n!∞
F (xn) = lim

n!∞
xn+1 = s

dir. Böylece, F (s) = s olup, bu tipten s ye F nin bir sabit noktas¬denir.
Bir sabit noktay¬, fonksiyonun ard¬̧s¬k süreçte "kilitlendi¼gi" de¼ger olarak
düşünebiliriz.
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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Bir matematiksel problem, s¬kl¬kla bir fonksiyonun sabit noktas¬n¬bulma
problemine indirgenebilir. Çok ilgi çekici uygulamalar, diferensiyel
denklemler, optimizasyon teorisi ve di¼ger alanlarda görünmektedir.
Genellikle, sabit noktalar¬aranan F fonksiyonu, bir vektör uzay¬ndan bir
başkas¬na bir dönüşümdür. F nin bir kapal¬C j R kümesini kendi içine
dönüştürdü¼gü, en basit durumu analiz etmeyi planl¬yoruz. ·Ispatlayaca¼g¬m¬z
teorem büzülme dönüşümleri ile ilgilidir. E¼ger, F nin tan¬m bölgesindeki
her x ve y noktas¬için

jF (x)� F (y)j � λ jx � y j (2)

olacak şekilde, 1 den küçük bir λ say¬s¬varsa, F dönüşümüne ( ya da
fonksiyonuna) bir büzülme denir.
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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Şekil de gösterildi¼gi gibi, x ve y aras¬ndaki mesafe, büzülme fonksiyonu F
yard¬m¬yla, F (x) ve F (y) aras¬ndaki daha k¬sa bir mesafeye
dönüştürülmektedir.
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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Teorem (Büzülme Dönüşümü)

C reel do¼grunun kapal¬bir altkümesi olsun. E¼ger F , C den C ye bir
büzülme dönüşümü ise, bu durumda F tek bir sabit noktaya sahiptir.
Dahas¬, bu sabit nokta bir x0 2 C başlang¬ç noktas¬yla, Denklem (1) den
elde edilen her dizinin limitidir.

Örnek

Aşa¼g¬daki şekilde ard¬̧s¬k olarak tan¬mlanan [xn ] dizisinin yak¬nsak oldu¼gunu
ispatlay¬n¬z. �

x0 = �15
xn+1 = 3� 1

2 jxn j (n � 0)

Çözüm

jF (x)� F (y)j =
��3� 1

2 jx j � 3+
1
2 jy j

�� = 1
2 jjy j � jx jj �

1
2 jy � x j

oldu¼gundan F (x) = 3� 1
2 jx j fonkisyonu bir büzülmedir. Sabit noktan¬n 2

oldu¼gu görülebilir.
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Sabit Nokta ve Fonksiyonel Yineleme

Örnek

F (x) = 4+
1
3
sin 2x

fonksiyonunun sabit noktas¬n¬hesaplamak için Büzülme Dönüşümü
Teoremini kullan¬n¬z.

Çözüm

Ortalama-De¼ger Teoreminden, x ve y aras¬ndaki baz¬ξ ler için,

jF (x)� F (y)j = 1
3 jsin 2x � sin 2y j =

2
3 jcos 2ξj jx � y j � 2

3 jx � y j

olur. Bu ise f nin λ = 2/3 ile büzülme oldu¼gunu gösterir. Teoremden, F
bir sabit noktaya sahiptir. Başlang¬ç de¼geri 4 ile başlay¬p, 20 iterasyon ile
sabit noktay¬hesaplayan bir bilgisayar program¬ile x20 = 4.26148 37
bulunur.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Bir
p(z) = anzn + an�1zn�1 + � � �+ a2z2 + a1z + a0 (1)

polinomun de¼gerlerinin verimli şekilde hesaplamas¬için Horner
algoritmas¬na gereksinim vard¬r. Bu algoritma ayn¬zamanda içiçe
çarp¬mlar ve sentetik bölme olarak da bilinir. Bu algoritman¬n başka
amaçlar için de kullan¬̧sl¬oldu¼gunu görece¼giz. E¼ger bir p polinomu ve bir
z0 kompleks say¬s¬verilmiş ise, Horner algoritmas¬p(z0) say¬s¬n¬ve

q(z) =
p(z)� p(z0)
z � z0

(2)

polinomunu üretir. q polinomunun derecesi p nin derecesinden 1 küçüktür.
Bu denklemden

p(z) = (z � z0)q(z) + p(z0) (3)

yazabiliriz.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Bilinmeyen q(z) = b0 + b1z + � � � bn�1zn�1 ve p(z) nin benzer formu
Denklem (3) te yaz¬l¬rsa, z nin her iki taraftaki benzer kuvvetlerinin
katsay¬lar¬birbirlerine eşitlenebilir. Böylece, aşa¼g¬daki eşitlikler elde edilir:

bn�1 = an
bn�2 = an�1 + z0bn�1

...

b0 = a1 + z0b1
p(z0) = a0 + z0b0

Horner algoritmas¬ndaki katsay¬lar¬n hesab¬e¼ger elde yap¬lacaksa, s¬kl¬kla
aşa¼g¬daki düzenleme kullan¬l¬r:

an an�1 an�2 ... a0
z0 z0bn�1 z0bn�2 ... z0b0

bn�1 bn�2 bn�3 . . . b�1

Kutu içindeki say¬p(z0) = b�1 i sa¼glar.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Örnek

p(z) = z4 � 4z3 + 7z2 � 5z � 2 olmak üzere p(3) ü hesaplamak için
Horner algoritmas¬n¬kullan¬n¬z.

Çözüm

Hesaplamay¬yukar¬da önerildi¼gi gibi düzenleyelim.

1 �4 7 �5 �2
3 3 �3 12 21

1 �1 4 7 19

Böylece p(3) = 19 olup,

p(z) = (z � 3)(z3 � z2 + 4z + 7) + 19

yazabiliriz.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Horner algoritmas¬ayn¬zamanda de�asyon (daralma) için de kullan¬l¬r.
Bu, bir polinomdan bir lineer çarpan¬ay¬rma işlemidir. E¼ger z0, p
polinomunun bir kökü ise, z � z0, p nin bir çarpan¬olup, tersi de do¼grudur.
p nin geriye kalan kökleri p(z)/(z � z0) ¬n n� 1 tane köküdür.

Örnek

Önceki örnekteki polinomu, 2 nin köklerden biri oldu¼gu gerçe¼gini
kullanarak çarpanlar¬na ay¬r¬n¬z.

Çözüm

Yukar¬da aç¬klanan hesaplama düzeninin ayn¬s¬n¬kullanal¬m:

1 �4 7 �5 �2
2 2 �4 6 2

1 �2 3 1 0

Böylece,

z4 � 4z3 + 7z2 � 5z � 2 = (z � 2)(z3 � 2z2 + 3z + 1)

elde ederiz.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Horner algoritmas¬n¬n üçüncü bir uygulamas¬, herhangi bir nokta
komşulu¼gunda Taylor aç¬l¬m¬n¬bulmak içindir. p(z), Denklem (1) deki gibi
olsun ve

p(z) = anzn + an�1zn�1 + � � �+ a0
= cn(z � z0)n + cn�1(z � z0)n�1 + � � �+ c0

denklemindeki ck katsay¬lar¬n¬arad¬¼g¬m¬z¬kabul edelim. Kuşkusuz, Taylor
Teoremi ck = p(k )(z0)/k ! oldu¼gunu söylemektedir, fakat daha kullan¬̧sl¬
bir algoritmay¬araşt¬ra-l¬m. p(z0) = c0 oldu¼guna dikkat edersek, p
polinomuna z0 noktas¬yla Horner algoritmas¬uyguland¬¼g¬nda bu katsay¬
elde edilir. Algoritma ayr¬ca

q(z) =
p(z)� p(z0)
z � z0

= cn(z � z0)n�1 + cn�1(z � z0)n�2 + � � �+ c1

polinomunu verir. Bu ise, c1 = q(z0) oldu¼gundan, q polinomuna z0
noktas¬yla Horner algoritmas¬uygulanarak, ikinci katsay¬olan c1 in elde
edilebilece¼gini gösterir. Bu işlem tüm ck katsay¬lar¬bulununcaya kadar
tekrarlan¬r.
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Örnek

Önceki örnekteki polinomun z0 = 3 komşulu¼gunda Taylor aç¬l¬m¬n¬
bulunuz.

Çözüm. ·Işlemler aşa¼g¬daki gibi düzenlenebilir:

1 �4 7 �5 �2
3 3 �3 12 21

1 �1 4 7 19
3 3 6 30

1 2 10 37
3 3 15

1 5 25
3 3

1 8

Kutu içindeki say¬lar polinomun ck katsay¬lar¬olup, buradan
p(z) = (z � 3)4 + 8(z � 3)3 + 25(z � 3)2 + 37(z � 3) + 19 d¬r
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Yukar¬da aç¬klanan algoritmay¬tam Horner algoritmas¬olarak
adland¬r¬yoruz. Bunu çal¬̧st¬ran önkod, ck katsay¬lar¬ak girdi katsay¬lar¬n¬n
üzerine yaz¬lacak şekilde düzenlenmiştir.

girdi n, (ai : 0 � i � n), z0
k = 0 dan n� 1 döngü

j = n� 1 den k ya �1 ad¬mla döngü
aj  aj + z0aj+1

döngü sonu
döngü sonu
ç¬kt¬(ai : 0 � i � n)
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Şimdi Newton yönteminin bir polinoma nas¬l uygulanaca¼g¬na dair her şeye
sahibiz. ·Iterasyonun

zk+1 = zk �
f (zk )
f 0(zk )

denklemi ile tan¬mland¬¼g¬n¬hat¬rlayal¬m. E¼ger bu bir p polinomuna
uygulan¬rsa, Horner algoritmas¬yla birleştirilen güçlü bir yöntem p(z) ve
p0(z) yi hesaplamak için kullan¬labilir. E¼ger, tam Horner algoritmas¬nda
sadece iki ad¬m kullan¬l¬rsa, c0 = p(z0) ve c1 = p0(z0) ¬elde edece¼gimizi
gördük. Bu iki ad¬m önkodda birleştirilebilir. Ayr¬ca, girdi katsay¬lar¬na
iterasyonun ard¬̧s¬k ad¬mlar¬nda ihtiyaç duyulaca¼g¬ndan, bunlar¬üzerlerine
yazmaktan vazgeçiyoruz. p, Denklem (1) deki formuyla, ve z0 verilmek
üzere, α = p(z0) ve β = p0(z0) ¬üreten önkod şu şekildedir:
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

girdi n, (ai : 0 � i � n), z0
α an
β 0
k = n� 1 den 0 a �1 ad¬mla döngü

β α+ z0β
α ak + z0α

döngü sonu
ç¬kt¬α, β
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

E¼ger bu önkodu horner(n, (ai : 0 � i � n), z0, α, β) olarak adland¬r¬rsak,
bu durumda, verilen polinom için z0 başlang¬çl¬, M ad¬ml¬Newton yöntemi
için önkod şu şekilde olabilir:

girdi n, (ai : 0 � i � n), z0,M, ε
j = 1 den M ye döngü

horner(n, (ai : 0 � i � n), z0, α, β) ça¼g¬r
z1  z0 � α/β
ç¬kt¬α, β, z1
e¼ger jz1 � z0j < ε ise dur
z0  z1

döngü sonu
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Polinomlar¬n Köklerini Hesaplama Horner Algoritmas¬

Örnek
Yukar¬daki örnekteki polinom için z0 = 0 dan başlayarak Newton yöntemini
uygulay¬n¬z.

Çözüm

Öncelikle z0 = 0 ¬kullanarak, biraz önce aç¬klanan algoritmayla
p(0) = �2 ve p0(0) = �5 de¼gerlerini hesaplar¬z. z nin yeni de¼geri
z1 = z0 � p(z0)

p 0(z0)
= 0� �2�5 = �0.4 olur. Di¼gerleri

k p(zk ) p0(zk ) zk
1 �2.00000 �5.00000 �0.40000
2 1.40160 �12.77600 �0.29029
3 1.46322 �10.17322 �0.27591
4 0.00226 �9.86030 �0.27568
5 0.00000 �9.85537 �0.27568

zk n¬n �0.27568 köküne h¬zla yak¬nsad¬¼g¬na dikkat ediniz.
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