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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

Polinom ·Interpolasyonu
Newton Formu

Problem

n+ 1 tane (xi , yi ) verisinden oluşan

x x0 x1 x2 � � � xn
y y0 y1 y2 � � � yn

tablosu verilmiş olsun ve

p(xi ) = yi (0 � i � n)

olacak şekilde mümkün olan en küçük dereceden bir p polinomu arayal¬m.
Bu tip bir polinoma tabloyu interpole eder (birleştirir) veya tablonun bir
interpolasyon polinomu denir denir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

Teorem (Polinom ·Interpolasyonu)

E¼ger x0, x1, ..., xn farkl¬reel say¬lar ise, bu durumda key� y0, y1, ..., yn
say¬lar¬için

pn(xi ) = yi (0 � i � n)
olacak şekilde derecesi en fazla n olan tek bir pn polinomu vard¬r.

·Ispat (Teklik: )
Bu tipten iki pn ve qn polinomu oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda
pn � qn polinomu, 0 � i � n için (pn � qn)(xi ) = 0 özelli¼gine sahip
olacakt¬r. pn � qn polinomunun derecesi en fazla n olabilece¼ginden dolay¬,
e¼ger 0 polinomu de¼gilse, bu polinom en fazla n tane s¬f¬ra sahiptir. Fakat,
xi ler farkl¬olduklar¬ndan, polinomu n+ 1 s¬f¬ra sahip olur ki; bu durumda
(pn � qn)(x) � 0 olmal¬d¬r. O halde, pn � qn dir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

n = 0 için, bir p0 sabit fonksiyonu (derecesi � 0 olan polinom)
p0(x0) = y0 olacak şekilde seçilebilir.

0 � i � k � 1 için pk�1(xi ) = yi olacak şekilde, derecesi � k � 1 olan
bir pk�1 polinomu var olsun. pk y¬

pk (x) = pk�1(x) + c(x � x0)(x � x1) � � � (x � xk�1) (1)

formunda inşa edelim:

pk (x) en fazla k. derecedendir.

pk (xi ) = pk�1(xi ) = yi (0 � i � k � 1)

oldu¼gundan, pk�1 in interpole etti¼gi noktalar¬pk da interpole eder.
Şimdi, pk (xk ) = yk koşulundan, bilinmeyen c katsay¬s¬n¬belirleyelim.
Koşul uygulan¬rsa

pk�1(xk ) + c(xk � x0)(xk � x1) � � � (xk � xk�1) = yk (2)

elde edilir.
c nin çarpanlar¬0 olmad¬klar¬ndan, Denklem (2) den kesinlikle c
çözülebilir. (Neden?)
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Koşul uygulan¬rsa

pk�1(xk ) + c(xk � x0)(xk � x1) � � � (xk � xk�1) = yk (2)

elde edilir.
c nin çarpanlar¬0 olmad¬klar¬ndan, Denklem (2) den kesinlikle c
çözülebilir. (Neden?)

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 4 7�! FONKS·IYONLARA YAKLAŞIM 4 / 21
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

n = 0 için, bir p0 sabit fonksiyonu (derecesi � 0 olan polinom)
p0(x0) = y0 olacak şekilde seçilebilir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

Elde edilmesi:
pk polinomu pk�1 e basitçe tek bir terim eklenerek elde edilir:

pk (x) = c0 + c1(x � x0) + c2(x � x0)(x � x1) (3)

+ � � �+ ck (x � x0)(x � x1) � � � (x � xk�1)

veya kapal¬formda

pk (x) =
k

∑
i=0
ci
i�1
∏
j=0
(x � xj ) (4)

dir. Burada m < 0 için ∏m
j=0(x � xj ) = 1 al¬̧s¬lm¬̧s kabulünü yap¬yoruz. (4)

polinomunun (Newton formu) ilk bir kaç durumu

p0(x) = c0
p1(x) = c0 + c1(x � x0)
p2(x) = c0 + c1(x � x0) + c2(x � x0)(x � x1)
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

pk (x) i hesaplamak için, c0, c1, ..., ck katsay¬lar¬n¬n bilindikleri varsay¬larak,
içiçe çarp¬m veya Horner algoritmas¬olarak adland¬r¬lan etkili bir
yöntem kullan¬l¬r. Bu yöntem

u =
k

∑
i=0
ci
i�1
∏
j=0
dj = c0 + c1d0 + c2d0d1 + � � �+ ckd0d1 � � � dk�1 (5)

= c0 + d0 fc1 + � � �+ dk�3 [ck�2 + dk�2 (ck�1 + dk�1(ck ))]g

formundaki key� bir ifade için kolayl¬kla aç¬klanabilir. u yu hesaplama
algoritmas¬şu şekilde üretilir:

uk  ck
uk�1  ukdk�1 + ck�1
uk�2  uk�1dk�2 + ck�2

...

u0  u1d0 + c0
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

pk (x) =
k

∑
i=0
ci
i�1
∏
j=0
(x � xj )

katsay¬lar¬

ck =
yk � pk�1(xk )

(xk � x0)(xk � x1) � � � (xk � xk�1)
dan c0 = y0 dan başlanarak ardarda hesaplanabilirler fakat ayn¬sonucu
elde eden daha etkili bir yordam mevcuttur. Bu alternatif yöntem,
c0, c1, ..., ck katsay¬lar¬n¬hesaplamak için bölünmüş farklar
kullanmaktad¬r. Bu yöntemi Kesim 2 de sunaca¼g¬z.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Newton Formu

Örnek

x 5 �7 �6 0
y 1 �23 �54 �954

tablo de¼gerleri
p3(x) = 4x3 + 35x2 � 84x � 954

polinomundan tan¬mlanm¬̧st¬r. E¼ger tablonun Newton interpolasyon
polinomunu hesaplarsak, c0 = 1, c1 = 2, c2 = 3, c3 = 4 olup,

p3(x) = 1+ 2(x � 5) + 3(x � 5)(x + 7) + 4(x � 5)(x + 7)(x + 6)

bulunur.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Lagrange Formu

Lagrange Formu

p nin (Lagrange formu)

p(x) = y0`0(x) + y1`1(x) + � � �+ yn`n(x) =
n

∑
k=1

yk `k (x) (6)

formunda ifade edilir. Burada, `0, `1, ..., `n ler polinomlar olup, x0, x1, ..., xn
nodlar¬na ba¼gl¬d¬rlar, fakat y0, y1, ..., yn ordinatlar¬na ba¼gl¬de¼gildirler. i .
konumdaki bir 1 hariç, tüm ordinatlar 0 olabilece¼ginden dolay¬,

δij = pn(xj ) =
n

∑
k=1

yk `k (xj ) =
n

∑
k=1

δik `k (xj ) = `i (xj )

oldu¼gunu görürüz. (Kronecker deltas¬n¬n) k = i için δki = 1 ve k 6= i
için δki = 0 ile tan¬mland¬¼g¬n¬hat¬rlayal¬m.) Bu özelli¼ge sahip bir
polinomlar kümesine kolayl¬kla ulaşabiliriz.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Lagrange Formu

`0 ¬göz önüne alal¬m. Bu x1, x2, ..., xn de 0 de¼gerini alan ve x0 da 1
de¼gerini alan, n. dereceden bir polinom olacakt¬r. Aç¬kça, `0,

`0(x) = c(x � x1)(x � x2) � � � (x � xn) = c
n

∏
j=1
(x � xj )

formunda olmal¬d¬r. c nin de¼geri x = x0 al¬narak elde edilir ki;

1 = c
n

∏
j=1
(x0 � xj )

ve buradan

c =
n

∏
j=1
(x0 � xj )�1

dir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Lagrange Formu

Böylece

`0(x) =
n

∏
j=1

x � xj
x0 � xj

buluruz. `i lerin hepsi, ayn¬nedenlemeyle

`i (x) =
n

∏
j=1
j 6=i

x � xj
xi � xj

(0 � i � n)

olarak elde edilir. x0, x1, ..., xn nodlar¬n¬n kümesi için bu polinomlar
kardinal (temel) fonksiyonlar¬olarak bilinir. Elimizdeki bu kardinal
polinomlar¬ile Denklem (6) interpolasyon polinomunun Lagrange
formunu verir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Lagrange Formu

Örnek

x 5 �7 �6 0
y 1 �23 �54 �954 tablosunun kardinal fonksiyonlar¬ve

interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

Çözüm
Nodlar 5,�7,�6, 0 d¬r. Böylece, kardinal fonksiyonlar¬

`0(x) =
(x + 7)(x + 6)x
(5+ 7)(5+ 6)5

= 1
660x(x + 6)(x + 7)

`1(x) =
(x � 5)(x + 6)x

(�7� 5)(�7+ 6)(�7) =
�1
84 x(x � 5)(x + 6)

`2(x) =
(x � 5)(x + 7)x

(�6� 5)(�6+ 7)(�6) =
1
66x(x � 5)(x + 7)

`3(x) =
(x � 5)(x + 7)(x + 6)
(0� 5)(0+ 7)(0+ 6) =

�1
210 (x � 5)(x + 6)(x + 7)

O halde, interpolasyon polinomu
p3(x) = `0(x)� 23`1(x)� 54`2(x)� 954`3(x)
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1 Polinom ·Interpolasyonu Genel Form

Genel Form

Polinom interpolasyonu için, hâlâ di¼ger algoritmalar çeşitli avantajlara
ve dezavantajlara sahiptirler. n+ 1 (farkl¬) noktada önceden verilen
de¼gerlere sahip, derecesi � n olan bir ve yaln¬z bir polinom
oldu¼gundan, bu algoritmalar ayn¬polinomu farkl¬formlarda üretirler.
Örne¼gin, polinomu

p(x) = a0 + a1x + a2x2 + � � �+ anxn

şeklinde x in kuvvetleri cinsinden ifade edilmesini isteyebiliriz.
p(xi ) = yi , (0 � i � n) interpolasyon koşullar¬, a0, a1, ..., an leri
belirlemek için n+ 1 boyutlu bir lineer denklem sistemi verir:
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1 Polinom ·Interpolasyonu Genel Form

Bu sistem 2666664
1 x0 x20 � � � xn0
1 x1 x21 � � � xn1
1 x2 x22 � � � xn2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2n � � � xnn

3777775

2666664
a0
a1
a2
...

an

3777775 =
2666664
y0
y1
y2
...
yn

3777775
formuna sahiptir. Katsay¬matrisine Vandermonde matrisi denir.
Matris tekil de¼gildir fakat s¬kl¬kla kötü durumludur.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Genel Form

A matrisinin durum say¬s¬

κ(A) = kAk �


A�1



olup, burada k�k bir matris (örne¼gin kAk = maxij jaij j) normudur.
E¼ger Ax = b nin çözümü sa¼g taraftaki b deki küçük de¼gişikliklere
karş¬duyars¬z oluyorsa; bu durumda b deki küçük de¼gişimler,
hesaplanan x çözümünde de sadece küçük de¼gişimlere neden olur. Bu
durumda, A iyi durumludur denir. Bu, κ(A) durum say¬s¬n¬n sadece
küçük bir büyüklükte olmas¬na karş¬l¬k gelir. Di¼ger yandan, e¼ger
durum say¬s¬büyük ise, A kötü durumludur ve Ax = b nin say¬sal
çözümü çok büyük bir şüphe alt¬nda kabul edilmek zorundad¬r.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 4 7�! FONKS·IYONLARA YAKLAŞIM 15 / 21



1 Polinom ·Interpolasyonu Genel Form

Art¬lar: (Newton formu):

Nümerik çal¬̧sma için, interpolasyon polinomunun Newton formunu
kullanmak muhtemelen en iyisidir.

·Interpolasyon problemine daha fazla veri eklenirse, halihaz¬rda
hesaplanm¬̧s olan katsay¬lar de¼giştirilmek zorunda de¼gil.

Art¬lar: (Lagrange formu):
Bir xi nodlar kümesi için, birinin, örne¼gin deneysel verilerden elde
etti¼gi, bu nodlara karş¬l¬k gelen bir çok farkl¬yi de¼gerlerine sahip
olmas¬durumu için kardinal fonksiyonlar¬ayn¬kal¬r
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etti¼gi, bu nodlara karş¬l¬k gelen bir çok farkl¬yi de¼gerlerine sahip
olmas¬durumu için kardinal fonksiyonlar¬ayn¬kal¬r

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 4 7�! FONKS·IYONLARA YAKLAŞIM 16 / 21
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1 Polinom ·Interpolasyonu Polinom ·Interpolasyonunda Hata

Polinom ·Interpolasyonunda Hata

Teorem (Polinom ·Interpolasyonunun Hatas¬)

f , C n+1[a, b] de bir fonksiyon olsun ve p de f yi [a, b] aral¬¼g¬ndaki n+ 1
tane farkl¬x0, x1, ..., xn noktas¬nda interpole eden, en fazla n. dereceden bir
fonksiyon olsun. Bu durumda her bir x 2 [a, b] için

f (x)� p(x) = 1
(n+ 1)!

f (n+1)(ξx )
n

∏
i=0
(x � xi ) (7)

olacak şekilde karş¬l¬k gelen bir ξx 2 (a, b) noktas¬vard¬r.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Polinom ·Interpolasyonunda Hata

·Ispat

E¼ger x = xi ise, iddia aç¬k olarak do¼grudur. x 6= xi (sabitlenmiş) varsayal¬m.

w(t) =
n
∏
i=0
(t � xi ) φ � f � p � λw

diyelim. Burada λ, φ(x) = 0 yapan herhangi bir reel say¬d¬r. Böylece,
λ = f (x )�p(x )

w (x ) olur. Şimdi, φ 2 C n+1[a, b] n+ 1 tane x , x0, x1, ..., xn
noktas¬nda s¬f¬r olur. Rolle teoreminden dolay¬, (a, b) içinde φ0 en az n+ 1 tane
farkl¬s¬f¬ra, φ00 en az n tane farkl¬s¬f¬ra, φ(n+1) en az bir tane ξx s¬f¬r¬na sahiptir.
O halde

φ(n+1) = f (n+1) � p(n+1) � λw (n+1) = f (n+1) � (n+ 1)!λ

dir. Buradan

0 = φ(n+1)(ξx ) = f
(n+1)(ξx )� (n+ 1)!λ = f (n+1)(ξx )� (n+ 1)!

f (x )�p(x )
w (x )

elde ederiz, ki bu da Denklem (7) yi verir.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Polinom ·Interpolasyonunda Hata

Örnek

E¼ger f (x) = sin x fonksiyonuna [0, 1] aral¬¼g¬ndaki on noktada 9. dereceden
bir interpolasyon polinomu ile yaklaş¬l¬rsa, bu aral¬ktaki hata ne kadar
büyük olabilirir?

Çözüm

Bu sorunun yan¬t¬için Teorem 2 deki Denklem (13) ü kullanal¬m. Aç¬kça���f (10)(ξx )��� � 1 ve ∏9
i=1 jx � xi j � 1 dir. Böylece, her x 2 [0, 1] için,

jsin x � p(x)j � 1
10!

< 2.8� 10�7

olur.
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1 Polinom ·Interpolasyonu Polinom ·Interpolasyonunda Hata

Teorem (Chebyshev Polinomlar¬)

[�1, 1] aral¬¼g¬ndaki x ler için, Chebyshev polinomlar¬

Tn(x) = cos(n cos�1 x) (n � 0)

kapal¬-form ifadesine sahiptir.

jTn(x)j � 1 (�1 � x � 1)

Tn
�
cos jπn

�
= (�1)n (0 � j � n)

Tn
�
cos 2j�12n π

�
= 0 (1 � j � n)
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1 Polinom ·Interpolasyonu Polinom ·Interpolasyonunda Hata

Teorem (·Interpolasyon Hatas¬, Chebyshev Nodlar¬)

E¼ger xi nodlar¬Tn+1 Chebyshev polinomunun kökleri ise, bu durumda
Teorem 2 deki hata formülü, (jx j � 1 için)

jf (x)� p(x)j � 1
2n(n+ 1)!

max
jt j�1

���f (n+1)(t)���
şeklini al¬r.
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