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Polinom Interpolasyonu

Newton Formu

n—+1 tane (x;, y;) verisinden olusan

x| xo x| | x

ylivlyvlv] |

tablosu verilmis olsun ve

p(xi) = yi

olacak sekilde miimkiin olan en kiiciik dereceden bir p polinomu arayalim.
Bu tip bir polinoma tabloyu interpole eder (birlestirir) veya tablonun bir

interpolasyon polinomu denir denir.

(0<i<n)




Eger xp, x1, ..., Xn farkli reel sayilar ise, bu durumda keyfi yy, y1, ..., ¥n
sayilari icin

pa(xi)=yi  (0<i<n)

olacak sekilde derecesi en fazla n olan tek bir p, polinomu vardir.

Bu tipten iki p, ve q, polinomu oldugunu kabul edelim. Bu durumda

Pn — qn polinomu, 0 < i < n igin (p, — qn)(x;) = 0 &zelligine sahip
olacaktir. p, — qn polinomunun derecesi en fazla n olabileceginden dolayi,
eger 0 polinomu degilse, bu polinom en fazla n tane sifira sahiptir. Fakat,
x; ler farkli olduklarindan, polinomu n+ 1 sifira sahip olur ki; bu durumda
(pn — qn)(x) = 0 olmalidir. O halde, p, = q, dir.
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@ n = 0 igin, bir pg sabit fonksiyonu (derecesi < 0 olan polinom)
po(x0) = yo olacak sekilde segilebilir.




@ n = 0 igin, bir pg sabit fonksiyonu (derecesi < 0 olan polinom)
po(x0) = yo olacak sekilde segilebilir.

@ 0 <i<k—1igin px_1(x;) = y; olacak sekilde, derecesi < k — 1 olan
bir px—1 polinomu var olsun. py yi

Pi(x) = pe—1(x) + c(x =x0) (x =x1) -+ (x =x—1) (1)

formunda insa edelim:




@ n = 0 igin, bir pg sabit fonksiyonu (derecesi < 0 olan polinom)
po(x0) = yo olacak sekilde segilebilir.

@ 0<i<k—1igin px_1(x;) = y; olacak sekilde, derecesi < k — 1 olan
bir px—1 polinomu var olsun. py yi

Pr(x) = pr-1(x) + c(x = x0) (x = x1) -+ (x — xk—1) (1)

formunda insa edelim:
o p(x) en fazla k. derecedendir.

pr(xi) = p—1(xi)) =y; (0<i<k—1)

oldugundan, px_1 in interpole ettigi noktalari p, da interpole eder.




1 Polinom interpolasyonu Newton Formu

@ n = 0 igin, bir pg sabit fonksiyonu (derecesi < 0 olan polinom)
po(xo) = yo olacak sekilde segilebilir.

@ 0<i<k—1igin px_1(x;) = y; olacak sekilde, derecesi < k — 1 olan
bir px—1 polinomu var olsun. py yi

Pr(x) = pr-1(x) + c(x =x0) (x =x1) - (x = xk-1) (1)

formunda insa edelim:

o pi(x) en fazla k. derecedendir.
pi(xi) = pr—1(xi) =y; (0<i<k-1)

oldugundan, p,_1 in interpole ettigi noktalari p, da interpole eder.
o Simdi, px(xx) = yx kosulundan, bilinmeyen c katsayisini belirleyelim.
Kosul uygulanirsa

Pr—1(xk) + (i = x0) (X — x1) =+ - (X — Xk—1) = Yk (2)

elde edilir.
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1 Polinom interpolasyonu Newton Formu
@ n = 0 igin, bir pg sabit fonksiyonu (derecesi < 0 olan polinom)
po(xo) = yo olacak sekilde segilebilir.
@ 0<i<k—1igin px_1(x;) = y; olacak sekilde, derecesi < k — 1 olan
bir px—1 polinomu var olsun. py yi

Pr(x) = pr-1(x) + c(x =x0) (x =x1) - (x = xk-1) (1)

formunda insa edelim:

o pi(x) en fazla k. derecedendir.
pi(xi) = pr—1(xi) =y; (0<i<k-1)

oldugundan, p,_1 in interpole ettigi noktalari p, da interpole eder.
o Simdi, px(xx) = yx kosulundan, bilinmeyen c katsayisini belirleyelim.
Kosul uygulanirsa

Pr—1(xk) + (i = x0) (X — x1) =+ - (X — Xk—1) = Yk (2)

elde edilir.
e c nin carpanlari 0 olmadiklarindan, Denklem (2) den kesinlikle ¢
¢oziilebilir. (Neden?)
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Elde edilmesi:
Pk polinomu p,_1 e basitce tek bir terim eklenerek elde edilir:

pk(X) = ¢+ C1(X —Xo) + C2(X —Xo)(X—Xl) (3)
4+t a(x—x)(x—x1) - (x — xk-1)

veya kapali formda
i—1

k
pr(x) = gc,' (x =) (4)

Jj=0

dir. Burada m < 0'igin [T (x — x;) = 1 alisilmis kabuliinii yapiyoruz. (4)
polinomunun (Newton formu) ilk bir ka¢g durumu

po(x) = a
pi(x) = c+ca(x—x)
p(x) = atalx—x)+c(x—x)(x—x)

o =] = =



1 Polinom interpolasyonu Newton Formu

pk(x) i hesaplamak icin, cp, c1, ..., ¢k katsayilarinin bilindikleri varsayilarak,

icice carpim veya Horner algoritmasi olarak adlandirilan etkili bir

7T

yontem kullanilir. Bu yontem
i

Kool
u = ¢i[]di=c+ad+cadd+ - +cdodr - di—1 (5)
=0 j=0

= ¢+ d {Cl + -+ di3 [Ck_z + di_> (Ck—l + dk_l(Ck))]}

formundaki keyfi bir ifade icin kolaylikla agiklanabilir. u yu hesaplama
algoritmasi su sekilde iiretilir:

u, <— Ck
Ug—1 < Updk—1+ Ck—1
Ug—o < Uk—1dx—2 + Ck—

up <« udo+ o
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k i—1
pr(x) = Z | [(x=x)
=0 J:0
katsayilari
Yk — Pk—1(Xk)

Ci =

(XK —X0) (XK — x1) =+ (X — Xk—1)

dan ¢y = yp dan baslanarak ardarda hesaplanabilirler fakat ayni sonucu
elde eden daha etkili bir yordam mevcuttur. Bu alternatif yontem,

o, C1, ---, Ck katsayilarini hesaplamak icin béliinmiis farklar
kullanmaktadir. Bu yontemi Kesim 2 de sunacagiz.




x||5| -7 6] 0
y|1]|—-23] 54| —954

tablo degerleri
p3(x) = 4x> + 35x% — 84x — 954

polinomundan tanimlanmistir. Eger tablonun Newton interpolasyon
polinomunu hesaplarsak, cg = 1,¢c1 =2, = 3,3 = 4 olup,

p3(x) =142(x—=5)+3(x—5)(x+7)+4(x—5)(x+7)(x+6)

bulunur.

[m] = = =
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1 Polinom interpolasyonu Lagrange Formu

Lagrange Formu
p nin (Lagrange formu)

L) = 3060 + 1000+ 4l = L hi) ()

formunda ifade edilir. Burada, ¢y, ¢1, ..., £, ler polinomlar olup, xg, X1, ..., Xp
nodlarina baghdirlar, fakat yg, y1, ..., y, ordinatlarina bagh degildirler. i.
konumdaki bir 1 harig, tiim ordinatlar O olabileceginden dolayi,

8i = pa(x1) = ) vilu(x) = ) Silu(x) = Li(x;)
k=1 k=1

oldugunu goriiriiz. (Kronecker deltasinin) k = i igin 6; =1 ve k # i
icin 0, = 0 ile tammlandigini hatirlayalim.) Bu 6zellige sahip bir
polinomlar kiimesine kolaylikla ulasabiliriz.
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e O RO (ogrange Formu
lo 1 goz 6niine alahm. Bu x1, x2, ..., X, de O degerini alan ve xg da 1
degerini alan, n. dereceden bir polinom olacaktir. Agikea, o,

bh(x)=clx—x1)(x—x2) - (x—x,) = cli(x—xj)

formunda olmalidir. ¢ nin degeri x = xp alinarak elde edilir ki
ve buradan

v

n
1=c]](x0—x)
j=1
dir.

n
c=]J(o—x)"
j=1
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Boylece
n

ly(x) =
j=1

X=X
X0 — Xj

buluruz. ¢; lerin hepsi, ayni nedenlemeyle

olarak elde edilir. xp, x1, ..., X, nodlarinin kiimesi i¢in bu polinomlar
kardinal (temel) fonksiyonlar olarak bilinir. Elimizdeki bu kardinal
polinomlari ile Denklem (6) interpolasyon polinomunun Lagrange
formunu verir.




e O RO (ogrange Formu
x|5] -7] -6|] 0
y|1]—-23] 54| —954

interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

Nodlar 5, —7, —6, 0 dir. Béylece, kardinal fonksiyonlar

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve




e O RO (ogrange Formu
x|5] -7] -6|] 0
y|1]—-23] 54| —954

interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

Nodlar 5, —7, —6, 0 dir. Béylece, kardinal fonksiyonlari
+7)(x+6)x
to(x) = & — L 7
0(x) (5+7)(5+6)5 gooX (X +6)(x+7)

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve




e O RO (ogrange Formu
x|5] -7] -6|] 0
y|1]—-23] 54| —954

interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

Nodlar 5, —7, —6, 0 dir. Béylece, kardinal fonksiyonlari
(x+7)(x+6)x 1
Y4 = = = 7
0(x) (5+7)(5+6)5 gooX (X +6)(x+7)
GO 1 )

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve

o) = (=7 —5)(—7+6)(-7)




- UPolinomInterpolasyonu  Lagrange Formu
x|[5] ~7| 6] 0
y|1]—-23] 54| —954

interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

Nodlar 5, —7, —6,0 dir. delece kardinal fonksiyonlari

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve

Oo(x) = giggig; = Lx(x+6)(x+7)

B (x=5)(x+6)x  _
el(X) ( 7_ 5)( 7-|—6)( 7)_ 841 ( _5)(X+6)
() = = 6“5?%1;3? g = x5 +7)




x|5] -7] -6|] 0
y|1]—-23] 54| —954
interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve

v

Nodlar 5, —7, —6,0 dir. Bc'iylece kardinal fonksiyonlari

fo(x) = gi;ggig; = Lx(x+6)(x+7)

bix) = = 7(X;)EE)(7+ 6§(x = Tl 5)(x-+6)
(x=5)(x+7)x _

(—6-5)(—6+7)(-6)

f3(x) = ((’(; %Egi;;gé:g;:ﬁ(x—S)(x—FG)(x—F?)

O halde, interpolasyon polinomu

lH(x) = x(x=5)(x+7)

Sl

v

<2
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x|5] -7] -6|] 0
y|1]—-23] 54| —954
interpolasyon polinomunun Lagrange formu nedir?

tablosunun kardinal fonksiyonlari ve

v

Nodlar 5, —7, —6,0 dir. Bc'iylece kardinal fonksiyonlari

fo(x) = gi;ggig; = Lx(x+6)(x+7)

l1(x) = = T(X ;)EE)(7+6§? 7 = g+ x(x —5)(x +6)

(x=5)(x+7)x _
(=6—5)(—6+7)(—6)
ta(x) = ((’(; %Egigg:g; — 5 (x=5)(x+6)(x+7)
O halde, interpolasyon polinomu

p3(x) = Lo(x) — 2301 (x) — 5405 (x) — 95443(x)

lH(x) = x(x=5)(x+7)

Sl

v

<2
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1 Polinom Interpolasyonu Genel Form

Genel Form

@ Polinom interpolasyonu icin, hala diger algoritmalar cesitli avantajlara
ve dezavantajlara sahiptirler. n+ 1 (farkl) noktada nceden verilen
degerlere sahip, derecesi < n olan bir ve yalniz bir polinom
oldugundan, bu algoritmalar ayni polinomu farkh formlarda iiretirler.
Ornegin, polinomu

p(x) = ag +arx +axx* + - +a,x"

seklinde x in kuvvetleri cinsinden ifade edilmesini isteyebiliriz.
p(xi) =y, (0<1i< n) interpolasyon kosullari, ag, a1, ..., a, leri
belirlemek icin n+ 1 boyutlu bir lineer denklem sistemi verir:
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formuna sahiptir. Katsayr matrisine Vandermonde matrisi denir.
Matris tekil degildir fakat sikhkla kétii durumludur.
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. 1pPolinom Interpolasyonu  Genel Form
@ Bu sistem
xg X2 -




1 Polinom Interpolasyonu Genel Form

@ A matrisinin durum sayisi
x(A) = | Al - [[A~H]

olup, burada ||-|| bir matris (6rnegin ||A|| = max;j |a;;|) normudur.
Eger Ax = b nin ¢6ziimii sag taraftaki b deki kiiciik degisikliklere
karsi duyarsiz oluyorsa; bu durumda b deki kiiciik degisimler,
hesaplanan x ¢6ziimiinde de sadece kiiciik degisimlere neden olur. Bu
durumda, A iyi durumludur denir. Bu, K(A) durum sayisinin sadece
kiictik bir biiyiiklitkte olmasina karsilik gelir. Diger yandan, eger
durum sayisi biiyiik ise, A kétii durumludur ve Ax = b nin sayisal
¢oziimii cok biiyiik bir siiphe altinda kabul edilmek zorundadir.
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Artilar: (Newton formu):

@ Niimerik ¢alisma icin, interpolasyon polinomunun Newton formunu
kullanmak muhtemelen en iyisidir.




Artilar: (Newton formu):
@ Niimerik ¢alisma icin, interpolasyon polinomunun Newton formunu
kullanmak muhtemelen en iyisidir.

e interpolasyon problemine daha fazla veri eklenirse, halihazirda
hesaplanmis olan katsayilar degistirilmek zorunda degil.




Artilar: (Newton formu):
@ Niimerik ¢alisma icin, interpolasyon polinomunun Newton formunu
kullanmak muhtemelen en iyisidir.

e interpolasyon problemine daha fazla veri eklenirse, halihazirda
hesaplanmis olan katsayilar degistirilmek zorunda degil.

e Artilar: (Lagrange formu):




Artilar: (Newton formu):
@ Niimerik ¢alisma icin, interpolasyon polinomunun Newton formunu
kullanmak muhtemelen en iyisidir.
e interpolasyon problemine daha fazla veri eklenirse, halihazirda
hesaplanmis olan katsayilar degistirilmek zorunda degil.
e Artilar: (Lagrange formu):

@ Bir x; nodlar kiimesi icin, birinin, 6érnegin deneysel verilerden elde
ettigi, bu nodlara karsilik gelen bir cok farkli y; degerlerine sahip
olmasi durumu icin kardinal fonksiyonlari ayni kalir




Polinom Interpolasyonunda Hata

f, C"[a, b] de bir fonksiyon olsun ve p de f yi [a, b] araligindaki n+ 1
tane farkli xg, x1, ..., X, noktasinda interpole eden, en fazla n. dereceden bir
fonksiyon olsun. Bu durumda her bir x € [a, b] icin

L o) (g )] J(x—x) (7)

() P00 =

olacak sekilde karsilik gelen bir ¢, € (a, b) noktasi vardir.




Eger x = x; ise, iddia acik olarak dogrudur. x # x; (sabitlenmis) varsayalim.

n
W(t)=l—[()(t—x;) p=f—p—Aw
=
diyelim. Burada A, gb(x) = 0 yapan herhangi bir reel sayidir. Béylece,
7 = Al Simdi, ¢ € C"[a, b] n+1 tane x, X0, X1, .., Xn

w(x)
noktasinda sifir olur. Rolle teoreminden dolayr, (a, b) iginde 4)' en az n+ 1 tane

farkli sifira, 4)' ""en az n tane farkli sifira, gb(”'H) en az bir tane ¢ . sifirina sahiptir.
O halde

(P(n-f—l) _ f(n-i-l) _ p(n+1) _ AW(n—l—l) _ f(n+1) . (n+ 1)!A

dir. Buradan

0=¢"(g) = FT @) = (n+ 1A = FTD(E) = (n+ IR

elde ederiz, ki bu da Denklem (7) yi verir.
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Eger f(x) = sinx fonksiyonuna [0, 1] araligindaki on noktada 9. dereceden
bir interpolasyon polinomu ile yaklasilirsa, bu araliktaki hata ne kadar
biiyiik olabilirir?




Eger f(x) = sinx fonksiyonuna [0, 1] araligindaki on noktada 9. dereceden
bir interpolasyon polinomu ile yaklasilirsa, bu araliktaki hata ne kadar
biiyiik olabilirir?

Bu sorunun yaniti icin Teorem 2 deki Denklem (13) ii kullanalim. Acikca
‘f(lo) (gx)] <1velT’_, |x —xi| <1 dir. Béylece, her x € [0,1] igin,

: 1 —7
|sinx — p(x)| < To1 < 2.8x 10

olur.




[—1, 1] araligindaki x ler icin, Chebyshev polinomlari
To(x) = cos(ncos ! x) (n>0)

kapali-form ifadesine sahiptir.

[ Ta(x)] <1 (-1<x<1)

Ty (cos ) = (=1 (0<j<n)

Th (cosg%n) =0 (1<j<n)
[m] = = =




Eger x; nodlari T,y1 Chebyshev polinomunun kékleri ise, bu durumda
Teorem 2 deki hata formiilii, (|x| <1 icin)

|(x) — p(x) max |7 0)(¢)|

1
P —
< 27(n+1)! <1

seklini alir.
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