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__ i Sevieel Uiy ve Relime DI
Sayisal Turev ve Richardson Diskestirimi

Bir f fonksiyonunun degerleri xg, x1, ..., X, noktalarinda verilsin.
Bu bilgi ile f'(c) tiirevi ya da fab f(x)dx integrali tahmin edilebilir mi?

@ Yanit sinirh bir evettir ?
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Bir f fonksiyonunun degerleri xg, x1, ..., X, noktalarinda verilsin.
Bu bilgi ile f'(c) tiirevi ya da fab f(x)dx integrali tahmin edilebilir mi?

@ Yanit sinirh bir evettir ?

@ f nin bagil olarak daha kiiciik bir fonksiyon ailesine ait olduguna dair
bir bilgiye sahip olmadigimiz siirece, tek basina f(xp), f(x1), ...,
f(x,) degerlerinden f hakkinda ¢ok fazla bilgi elde etmek imkansizdir.




1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi

Sayisal Turev ve Richardson Diskestirimi

Bir f fonksiyonunun degerleri xp, x1, ..., X, noktalarinda verilsin.
Bu bilgi ile f'(c) tiirevi ya da fab f(x)dx integrali tahmin edilebilir mi?
@ Yanit sinirh bir evettir ?

o f nin bagil olarak daha kiiciik bir fonksiyon ailesine ait olduguna dair
bir bilgiye sahip olmadigimiz siirece, tek basina f(xp), f(x1), ... ,
f(x,) degerlerinden f hakkinda ¢ok fazla bilgi elde etmek imkansizdir.

o Ornegin, eger f nin tiim reel degerli siirekli fonksiyonlar ailesinde

olmasina izin verilirse, bu durumda f(x;) degerinin bilinmesi
neredeyese kullanissizdir.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi

Eger f nin en fazla n. dereceden bir polinom oldugunu biliyorsak, Kesim
6.1 (s. 308) deki interpolasyon teorisinden, f nin n+ 1 noktadaki degerleri
f yi kesin olarak belirler. Bu durumda, f yi kesin olarak geri elde ederiz ve
buradan f'(c) ve fab f(x)dx i tam bir giivenle hesaplayabiliriz. Bununla
beraber, gercekci durumlarin ¢ogunda eldeki bilgi f yi tam olarak
belirlemeye yetmez, ve eger icerilen hatalarla ilgili bazi sinirlar da
verilmemisse, f nin tiirevinin veya integralinin herhangi bir sayisal
tahminine siiphe ile yaklasilmahdir.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Sayisal Tiirev

Bu durumlar f/(x) in limit tamimindan dogrudan ortaya ¢ikan bir sayisal
tirev formiiliinii inceleyerek baslayalim:

() ¢ [+ h) = F(x)] (1)
Bir lineer fonksiyon, f(x) = ax + b icin (1) yaklasim formiilii kesindir;
yani, sifirdan farkli herhangi bir h degeri icin f'(x) in dogru degerini verir.
Formiil baska durumlarda da kesin olabilir, fakat bu sadece sans eseridir. O
halde, simdi sayisal tiirev icin verilen bu formiile ait hatayi degerlendirmeye
calisalim.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Baslangi¢c noktamiz Taylor Teoremi'nin asagidaki formudur:

f(x+h)= f(x)+hf/(x)+h;f”(§) (2)

Burada ¢, x ile x 4+ h arasindaki agik aralikta bir noktadir. (2) esitliginin
gecerli olmasi icin, f ve f’ niin x ve x + h arasindaki kapali aralkta siirekli
olmalari ve " niin de karsihk gelen acik aralikta var olmasi gereklidir. (2)
esitliginin yeniden diizenlenmesi

[F Ot B) = F()] = 27(2) ()

[f(x+h)—Ff(x)]+ O(h)

f'(x) =

S>>

verir.
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Eger f(x) = cosx tiirevini x = 77/4 te h = 0.01 ile hesaplamak icin
Formiil (1) kullanilirsa, yanit ne olur ve duyarlhg: nedir?

v

Bir hesap makinesi kullanarak

f'(x) &~ } [f(x+ h) — f(x)] = 557 [0.70000 0476 — 0.707106781]
= —0.71063051

buluruz. (3) den: |3f"(&)| = 0.005 |cos&| < 0.00571/4 < & < 7t/4+ h
gercegini ve boylece |cos | < 0.70710 7 esitsizligini kullanarak daha giiclii bir
sinir elde edebiliriz. Bu bize 0.00353 55 sinirini verir. Gercek hata ise

—sin % -+ 0.71063 051 = 0.00352 3729

dur.l

v
=] (=] =] £ £ A
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

(3) esitligindeki —(h/2)f"” (&) terimi kesme hatasi olarak adlandinlir. Bu,
ortaya c¢ikan hatadir, ciinkii tiirevlemenin belli bir asamasinda, bir Taylor
serisi kesilmektedir. Buradaki durumda, (1) yaklasim formiilii

h3

3! fl//(X) + -

h2
f(x+ h) = f(x) + hf'(x) + ?f”(x) +
serisi kesilerek asagidaki gibi elde edilmistir:

f(x+ h) = f(x) + hf'(x)

Kesme hatasi ve yuvarlama hatasi (1) formiiliiniin ve diger benzerlerinin
kullaniminda esit 6nemde rol oynarlar.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Esitlik (3) gozden gecirildiginde, f'(x) i duyarli hesaplamak icin, h adim
uzunlugunun kiigiik olmak zorunda oldugu goraliir. Bu nedenle, simdi h
nin bir degerler dizisiyle sifira dogru yaklastigi ve karsilik gelen f'(x) e
yaklasimlarin hesaplandigi bir deneme yapalim. f(x) = tan~! x secelim ve
x = 1/2 noktasini kullanalim. Sonu¢ v/2 de 1/3 olup, f'(x) = (x*> + 1)1
olmalidir. Bu amaca yonelik algoritma asagidadir:
f(x):=tan"lx
girdis<—\ﬁ; h«—1, M« 26
F1 — f(S)
k = 0 dan M ye dongii

F2 — f(S + h)

d — F2 — Fl

r—d/h

ckti k, h, Fp, F1, d, r

h« h/2
dongii sonu
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

32-bitlik bir bilgisayardan alinan bazi ciktilar asagida gosterilmistir:

N

20
24
26

h
0.62 x 107!
0.24 x 1073
0.95 x 10~
0.60 x 10~
0.15 x 107

Nuri OZALP (Ankara Uni.)

F> F1
0.97555 095 0.95531 660
0.95539 796 0.95531 660
0.95531 690 0.95531 660
0.95531 666 0.95531 660
0.95531 660 0.95531 660

NUMERIK ANALIZ — BOLUM 5

d

r

0.02023 435 0.32374 954
0.00008 136 0.33325 195
0.00000 030 0.31250 000
0.00000 006 1.00000 000
0.00000 000 0.00000 000
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Her bir satirda F, — F; in farki olarak d hesaplanmakta ve d/h orani
olarak da r hesaplanmaktadir. Cikarma sadelesmesi nedeniyle, sonunda
d = 0 ve r = 0 oluncaya kadar, d gittikce daha az sayida anlamli rakama
sahip olur. r nin en iyi degeri k = 12 iken elde edilir, ve eger d6rt desimal
noktaya yuvarlanirsa, dért dogru rakama sahiptir. k nin bu degerinde, d
nin dort duyarli rakama sahip olduguna dikkat edelim. k arttikca, d deki
duyarli rakamlarin sayisi azalir, ve r nin d den daha fazla duyarli rakama
sahip olamayacagina kusku yoktur. Boylece, h kiiciik iken, yuvarlama
hatasi daha duyarli degerler elde etmemize engel olur. d de daha fazla
duyarhiliga sahip olmak icin F; ve F, de daha fazla duyarlilik gereklidir ve
bu da temel hesaplarda yiiksek duyarlilik gerektirir. Coklu duyarlilik
kullanabiliriz veya hesaplarimizi daha biiyiik kelime uzunluklu makinelerde
yapabiliriz. Yanitlarin daha kétiilestigi adim, kullanilan 6zel makinedeki
kelime uzunluguna (veya daha net olarak, birim yuvarlama hatasina) bagli
olacaktir.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Hata O(h) oldugundan dolay, (3) formiilii ¢ok giiclii sayilmaz. Daha
ustiin bir formiil

(x) % 5 [FOx+ ) = Fx — )] (4)
dir. Bu, Taylor Teoreminin iki ifadesi kullanilarak bulunur:
h? h?
f(x+h) = f(x)+ hf'(x) + ?f’/(x) + —f’”(gl) (5)
h2
Flx— ) = ) = b () + 200 = 2p(gy) (6)
Bu esitliklerin birini digerinden cikarip, yeniden duzenlersek
! 1 h2 " 11
) = o Flx+h) = fx =) = 5 [F"(@) + ()] ()
]‘ h2 111
= S [FxE ) = Flxc—h) = (@) (®)

elde ederiz. Bu sonuc¢ daha tatminkardir, ciinkii hatada h? terimini icefit. .
Fakat, hatanin "’ terimini icerdigine dikkat edelim. Bu hata terimi, &g

""" mevcut ise uygulanabilirdir.
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Ikinci tiirev icin nemli bir formiil (5) ve (6) esitliklerine bir terim daha
ekleyip, altalta toplayarak elde edilir. Diizenleme yapildiktan sonra biraz
onceki yontem uygulanirsa, § € (x — h, x + h) olmak iizere

2
() = o [FOx B) = 260 + F(x— )] = = FO(@)  (9)

bulunur. Bu formiil ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin niimerik
coziimlerinde siklikla kullanilhir.




f(x) = tan! x ve x = /2 olmak iizere f'(x) e yaklasmak icin bir

bilgisayar kullaniniz. (8) esitligini 0 a yaklasan h

adim uzunlugu ile

kullaniniz. Dogru degerin 1/3 oldugunu hatirlayiniz.

k h F> F

2 0.25 1.02972 674 0.86112 982
10 0.9765 x 1073 0.95564 199 0.95499 092
18 0.3815x 107> 0.95531 786 0.95531 535
26 0.1490 x 107 0.95531 660 0.95531 660

d

r

0.16859 692 0.33719 38!
0.00065 106 0.33334 35:
0.00000 250 0.32812 50(
0.00000 000 0.00000 0Of

[m] = = =
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Sayisal Tiirev

Cikarma sadelesmesi nedeniyle, h sifira yaklasirken tekrar gozle goriiliir
bir bozulma oldugunu goriiriiz. Cikti bu olguyu k = 12 de gostermeye
baslar. F; ve F, nin degerleri birbirlerine oldukg¢a yakindir ve bunlarin farki
olan d cok ciddi rakam duyarlihgi kayibina maruz kahr. Sonunda, h — 0™
iken F1 ve F; nin degerleri makinede ayni olacaktir ve bir 0 degeri tiirev
olarak hesaplanacaktir. Burada, k = 26 da bu durum olusur. Bu davranis
farkh kelime uzunluklu bilgisayarlarda farkli k degerlerinde goriilecektir.
Fonksiyonlarin, sadece deneysel olarak bilinen, sayisal diferensiyellenmesi
riskli bir yontemdir, ciinkii verideki hatalar siire¢ sirasinda gittikce
biiyiiyecektir. Bu durum, érnegin (8) esitliginden ¢cok kolay goriilmektedir.
Eger f(x =+ h) ordinatlari duyarsizken, x + h &rneklem noktalari duyarli
sekilde belirlenmekteyse, bu durumda ordinatlardaki hata 1/(2h) ile
carpilacaktir. h kiiciik olacagindan dolayi, hatalarin etkisi biiyiik olacaktir.
(Bu olusum niimerik integralde gériilmez.) Bu nedenle, deneysel verilerin
sayisal tiirevinden kaginilmalidir veya ¢ok dikkatli sekilde ele alinmalids
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Richardson Diskestirimi

Richardson diskesitirimi

Simdi, Richardson diskesitirimi (ekstrapolasyonu) olarak bilinen bir
yordamin bazi sayisal formiillerden daha duyarl sonuclar iiretmek icin nasi

kullanilabilecegini belirtecegiz. Daha yiiksek terimlere genisletilmis sekilde,
(5) ve (6) formiillerini gdz dniine alalim. f(x) in

f(x+h) =

gk
x|
>
>
\h
=
—~
x
~—

(10)

=
Il
o

\
-
x
|
>
N—
I

e
x| =

(—1)* R0 (x) (11)

==
Il

o

Taylor serileri ile temsil edildigini varsayalim. Eger ikinci esitlik

birincisinden cikarilirsa, bu durumda k nin cift degerli tiim terimleri yok
olacaktir ve geriye

2 2
f(x 4 h) — f(x — h) = 2hf'(x) + ah3f'”(x) + ah5f(5>(x) + -

kalacaktir.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Richardson Diskestirimi

Bunun yeniden diizenlenmesi ile de

1
Fi(x) = Splfx+h) —Flx—h)]
I L 4.5 L 6.7
— |5t " () + gh f (x) + 2 OF T (x)

bulunur. L, f'(x) i gdstermek iizere, bu esitlik
L= @(h) + ash* + ash* + agh® + - -- (12)
formuna sahiptir. Son denklemi h yerine h/2 alarak yeniden yazalim:
L=q(h/2)+axh*/4+ash*/16 +agh®/64 + - - - (13)

Hata serisindeki lider terim azh?, (12) denklemini (13) denkleminin 4
katindan cikararak, asagidaki gibi yok edilebilir:
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L= ¢(h)+axh®+ agh* +agh® + - - -
4L = 4¢(h/2) + ash® +ash* /4 +agh® /16 4 - - -

3L=4p(h/2) — @(h) — 3ash*/4 — 15a6h® /16 — - - -

Boylece,

L= gq)(h/2) —%q)(h)—a4h4/4—5a6h6/16—--- (14)

elde ederiz. (14) esitligi Richardson diskestirimindeki ilk adimi meydana
getirmektedir. Bu, ¢(h) ve @(h/2) nin basit bir bilesiminin O(h*)
duyarlilikla L ye bir kestirim sagladigini géstermektedir.




(14) esitliginde p(h) = $9(h/2) — S@(h) diyelim. Bu durumda,

L P(h) + bgh* + bgh® + - - -
L = (h/2)+ bsh" /16 + bgh® /64 + - - -

olup, bdylece
L= (h) + bgh* + bgh® + - - -
16L = ¢(h/2) 4 byh*/16 + bsh® /64 + - - -
15L = 16y(h/2) — (h) —3bgh®/4 — - -
buluruz. Buradan da

16 1
= 159(h/2) = = 9(

L h) — bgh®/20 — - - -

elde ederiz.




Tekrar, (15) esitliginde 6(h) = 12y (h/2) — 1(h) ve boylece
L=6(h)+ coh® + cgh® + - -
alarak ayni islemi tekrarlayabiliriz. Boylece, yukaridakine benzer sekilde
64 1
L=—0(h/2)— —0(h) —3cgh®/252 — - -.

buluruz.




1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Richardson Diskestirimi

Aslina bakilirsa, artan duyarlilikta formiiller elde etmek icin herhangi sayida
adim uygulanabilir. Simdi Richardson diskestirim algoritmasinda M
adima izin veren tam algoritmayi verelim:

1. Uygun bir h (6rnegin h = 1) seciniz ve M + 1 tane
D(n,0) = ¢(h/2") (0<n< M)

degerini hesaplayiniz.
2. k=1,2,... Mven=k k+1,..., M icin

k

D(n, k) = mD(n,k—l)— D(n—1k—1) (16)

4k 1

formiiliinden diger degerleri hesaplayiniz.
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1 Sayisal Tiirev ve Richardson Diskestirimi Richardson Diskestirimi

D(0,0) = ¢(h), D(1,0) = ¢(h/2) ve D(1,1) = ¢(h) olduguna dikkat
edelim. D(n, 1) nicelikleri, (14) esitliginde h nin ardarda h/2 ile
degistirilmesine karsilik gelir. Benzer sekilde, D(n, 2) ler (15) esitligine
karsilik gelir ve boyle devam eder. Hipotezimizden ve hesaplamalarimizdan

D(n,0) = L+O(h)
D(n,1) = L+ O(h*)
D(n2) = L+ O(h®)
D(n,3) = L+ O(h)

D(n k—1)=L+0O(h*)  (h—0)

oldugu aciktir.
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D(n,0) ve D(n, k) icin verilen formiiller bir iicgensel matris olusturmamiza
izin verir:

D(0,0)
D(1,0) D(1,1)
D(2,0) D(2,1) D(22)

DM.0) D(M.1) DM.2) ... D(M,M)
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