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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi

Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi

Bir f fonksiyonunun de¼gerleri x0, x1, ..., xn noktalar¬nda verilsin.
Bu bilgi ile f 0(c) türevi ya da

R b
a f (x)dx integrali tahmin edilebilir mi?

Yan¬t s¬n¬rl¬bir evettir ?

f nin ba¼g¬l olarak daha küçük bir fonksiyon ailesine ait oldu¼guna dair
bir bilgiye sahip olmad¬¼g¬m¬z sürece, tek baş¬na f (x0), f (x1), ... ,
f (xn) de¼gerlerinden f hakk¬nda çok fazla bilgi elde etmek imkans¬zd¬r.

Örne¼gin, e¼ger f nin tüm reel de¼gerli sürekli fonksiyonlar ailesinde
olmas¬na izin verilirse, bu durumda f (xi ) de¼gerinin bilinmesi
neredeyese kullan¬̧ss¬zd¬r.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi

Şekil alt¬noktada ayn¬de¼gerleri alan üç sürekli fonksiyonu göstermektedir.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi

E¼ger f nin en fazla n. dereceden bir polinom oldu¼gunu biliyorsak, Kesim
6.1 (s. 308) deki interpolasyon teorisinden, f nin n+ 1 noktadaki de¼gerleri
f yi kesin olarak belirler. Bu durumda, f yi kesin olarak geri elde ederiz ve
buradan f 0(c) ve

R b
a f (x)dx i tam bir güvenle hesaplayabiliriz. Bununla

beraber, gerçekçi durumlar¬n ço¼gunda eldeki bilgi f yi tam olarak
belirlemeye yetmez, ve e¼ger içerilen hatalarla ilgili baz¬s¬n¬rlar da
verilmemişse, f nin türevinin veya integralinin herhangi bir say¬sal
tahminine şüphe ile yaklaş¬lmal¬d¬r.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 5 7�! SAYISAL TÜREV ve ·INTEGRAL 4 / 23



1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Say¬sal Türev

Bu durumlar¬f 0(x) in limit tan¬m¬ndan do¼grudan ortaya ç¬kan bir say¬sal
türev formülünü inceleyerek başlayal¬m:

f 0(x) � 1
h
[f (x + h)� f (x)] (1)

Bir lineer fonksiyon, f (x) = ax + b için (1) yaklaş¬m formülü kesindir ;
yani, s¬f¬rdan farkl¬herhangi bir h de¼geri için f 0(x) in do¼gru de¼gerini verir.
Formül başka durumlarda da kesin olabilir, fakat bu sadece şans eseridir. O
halde, şimdi say¬sal türev için verilen bu formüle ait hatay¬de¼gerlendirmeye
çal¬̧sal¬m.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Başlang¬ç noktam¬z Taylor Teoremi�nin aşa¼g¬daki formudur:

f (x + h) = f (x) + hf 0(x) +
h2

2
f 00(ξ) (2)

Burada ξ, x ile x + h aras¬ndaki aç¬k aral¬kta bir noktad¬r. (2) eşitli¼ginin
geçerli olmas¬için, f ve f 0 nün x ve x + h aras¬ndaki kapal¬aral¬kta sürekli
olmalar¬ve f 00 nün de karş¬l¬k gelen aç¬k aral¬kta var olmas¬gereklidir. (2)
eşitli¼ginin yeniden düzenlenmesi

f 0(x) =
1
h
[f (x + h)� f (x)]� h

2
f 00(ξ) (3)

=
1
h
[f (x + h)� f (x)] +O(h)

verir.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Örnek

E¼ger f (x) = cos x türevini x = π/4 te h = 0.01 ile hesaplamak için
Formül (1) kullan¬l¬rsa, yan¬t ne olur ve duyarl¬l¬¼g¬nedir?

Çözüm
Bir hesap makinesi kullanarak

f 0(x) � 1
h [f (x + h)� f (x)] = 1

0.01 [0.70000 0476� 0.707106781]
= �0.71063051

buluruz. (3) den:
�� h
2 f
00(ξ)

�� = 0.005 jcos ξj � 0.005π/4 < ξ < π/4+ h
gerçe¼gini ve böylece jcos ξj < 0.70710 7 eşitsizli¼gini kullanarak daha güçlü bir
s¬n¬r elde edebiliriz. Bu bize 0.00353 55 s¬n¬r¬n¬verir. Gerçek hata ise

� sin π

4
+ 0.71063 051 = 0.00352 3729

dur.�
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

(3) eşitli¼gindeki �(h/2)f 00(ξ) terimi kesme hatas¬olarak adland¬r¬l¬r. Bu,
ortaya ç¬kan hatad¬r, çünkü türevlemenin belli bir aşamas¬nda, bir Taylor
serisi kesilmektedir. Buradaki durumda, (1) yaklaş¬m formülü

f (x + h) = f (x) + hf 0(x) +
h2

2
f 00(x) +

h3

3!
f 000(x) + � � �

serisi kesilerek aşa¼g¬daki gibi elde edilmiştir:

f (x + h) � f (x) + hf 0(x)

Kesme hatas¬ve yuvarlama hatas¬(1) formülünün ve di¼ger benzerlerinin
kullan¬m¬nda eşit önemde rol oynarlar.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Eşitlik (3) gözden geçirildi¼ginde, f 0(x) i duyarl¬hesaplamak için, h ad¬m
uzunlu¼gunun küçük olmak zorunda oldu¼gu görülür. Bu nedenle, şimdi h
n¬n bir de¼gerler dizisiyle s¬f¬ra do¼gru yaklaşt¬¼g¬ve karş¬l¬k gelen f 0(x) e
yaklaş¬mlar¬n hesapland¬¼g¬bir deneme yapal¬m. f (x) = tan�1 x seçelim ve
x =
p
2 noktas¬n¬kullanal¬m. Sonuç

p
2 de 1/3 olup, f 0(x) = (x2 + 1)�1

olmal¬d¬r. Bu amaca yönelik algoritma aşa¼g¬dad¬r:
f (x) := tan�1 x
girdi s  

p
2; h 1; M  26

F1  f (s)
k = 0 dan M ye döngü

F2  f (s + h)
d  F2 � F1
r  d/h
ç¬kt¬k, h, F2, F1, d , r
h h/2

döngü sonu
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

32-bitlik bir bilgisayardan al¬nan baz¬ç¬kt¬lar aşa¼g¬da gösterilmiştir:

k h F2 F1 d r
4 0.62� 10�1 0.97555 095 0.95531 660 0.02023 435 0.32374 954
12 0.24� 10�3 0.95539 796 0.95531 660 0.00008 136 0.33325 195
20 0.95� 10�6 0.95531 690 0.95531 660 0.00000 030 0.31250 000
24 0.60� 10�7 0.95531 666 0.95531 660 0.00000 006 1.00000 000
26 0.15� 10�7 0.95531 660 0.95531 660 0.00000 000 0.00000 000
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Her bir sat¬rda F2 � F1 in fark¬olarak d hesaplanmakta ve d/h oran¬
olarak da r hesaplanmaktad¬r. Ç¬karma sadeleşmesi nedeniyle, sonunda
d = 0 ve r = 0 oluncaya kadar, d gittikçe daha az say¬da anlaml¬rakama
sahip olur. r nin en iyi de¼geri k = 12 iken elde edilir, ve e¼ger dört desimal
noktaya yuvarlan¬rsa, dört do¼gru rakama sahiptir. k n¬n bu de¼gerinde, d
nin dört duyarl¬rakama sahip oldu¼guna dikkat edelim. k artt¬kça, d deki
duyarl¬rakamlar¬n say¬s¬azal¬r, ve r nin d den daha fazla duyarl¬rakama
sahip olamayaca¼g¬na kuşku yoktur. Böylece, h küçük iken, yuvarlama
hatas¬daha duyarl¬de¼gerler elde etmemize engel olur. d de daha fazla
duyarl¬l¬¼ga sahip olmak için F1 ve F2 de daha fazla duyarl¬l¬k gereklidir ve
bu da temel hesaplarda yüksek duyarl¬l¬k gerektirir. Çoklu duyarl¬l¬k
kullanabiliriz veya hesaplar¬m¬z¬daha büyük kelime uzunluklu makinelerde
yapabiliriz. Yan¬tlar¬n daha kötüleşti¼gi ad¬m, kullan¬lan özel makinedeki
kelime uzunlu¼guna (veya daha net olarak, birim yuvarlama hatas¬na) ba¼gl¬
olacakt¬r.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Hata O(h) oldu¼gundan dolay¬, (3) formülü çok güçlü say¬lmaz. Daha
üstün bir formül

f 0(x) � 1
2h
[f (x + h)� f (x � h)] (4)

d¬r. Bu, Taylor Teoreminin iki ifadesi kullan¬larak bulunur:

f (x + h) = f (x) + hf 0(x) +
h2

2
f 00(x) +

h3

3!
f 000(ξ1) (5)

f (x � h) = f (x)� hf 0(x) + h
2

2
f 00(x)� h

3

3!
f 000(ξ2) (6)

Bu eşitliklerin birini di¼gerinden ç¬kar¬p, yeniden düzenlersek

f 0(x) =
1
2h
[f (x + h)� f (x � h)]� h

2

12

�
f 000(ξ1) + f

000(ξ2)
�

(7)

=
1
2h
[f (x + h)� f (x � h)]� h

2

6
f 000(ξ) (8)

elde ederiz. Bu sonuç daha tatminkard¬r, çünkü hatada h2 terimini içerir.
Fakat, hatan¬n f 000 terimini içerdi¼gine dikkat edelim. Bu hata terimi, e¼ger
f 000 mevcut ise uygulanabilirdir.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

·Ikinci türev için önemli bir formül (5) ve (6) eşitliklerine bir terim daha
ekleyip, altalta toplayarak elde edilir. Düzenleme yap¬ld¬ktan sonra biraz
önceki yöntem uygulan¬rsa, ξ 2 (x � h, x + h) olmak üzere

f 00(x) =
1
h2
[f (x + h)� 2f (x) + f (x � h)]� h

2

12
f (4)(ξ) (9)

bulunur. Bu formül ikinci basamaktan diferensiyel denklemlerin nümerik
çözümlerinde s¬kl¬kla kullan¬l¬r.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Örnek

f (x) = tan�1 x ve x =
p
2 olmak üzere f 0(x) e yaklaşmak için bir

bilgisayar kullan¬n¬z. (8) eşitli¼gini 0 a yaklaşan h ad¬m uzunlu¼gu ile
kullan¬n¬z. Do¼gru de¼gerin 1/3 oldu¼gunu hat¬rlay¬n¬z.

k h F2 F1 d r
2 0.25 1.02972 674 0.86112 982 0.16859 692 0.33719 385
10 0.9765� 10�3 0.95564 199 0.95499 092 0.00065 106 0.33334 351
18 0.3815� 10�5 0.95531 786 0.95531 535 0.00000 250 0.32812 500
26 0.1490� 10�7 0.95531 660 0.95531 660 0.00000 000 0.00000 000
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Say¬sal Türev

Ç¬karma sadeleşmesi nedeniyle, h s¬f¬ra yaklaş¬rken tekrar gözle görülür
bir bozulma oldu¼gunu görürüz. Ç¬kt¬bu olguyu k = 12 de göstermeye
başlar. F1 ve F2 nin de¼gerleri birbirlerine oldukça yak¬nd¬r ve bunlar¬n fark¬
olan d çok ciddi rakam duyarl¬l¬¼g¬kay¬b¬na maruz kal¬r. Sonunda, h! 0+

iken F1 ve F2 nin de¼gerleri makinede ayn¬olacakt¬r ve bir 0 de¼geri türev
olarak hesaplanacakt¬r. Burada, k = 26 da bu durum oluşur. Bu davran¬̧s
farkl¬kelime uzunluklu bilgisayarlarda farkl¬k de¼gerlerinde görülecektir.
Fonksiyonlar¬n, sadece deneysel olarak bilinen, say¬sal diferensiyellenmesi
riskli bir yöntemdir, çünkü verideki hatalar süreç s¬ras¬nda gittikçe
büyüyecektir. Bu durum, örne¼gin (8) eşitli¼ginden çok kolay görülmektedir.
E¼ger f (x � h) ordinatlar¬duyars¬zken, x � h örneklem noktalar¬duyarl¬
şekilde belirlenmekteyse, bu durumda ordinatlardaki hata 1/(2h) ile
çarp¬lacakt¬r. h küçük olaca¼g¬ndan dolay¬, hatalar¬n etkisi büyük olacakt¬r.
(Bu oluşum nümerik integralde görülmez.) Bu nedenle, deneysel verilerin
say¬sal türevinden kaç¬n¬lmal¬d¬r veya çok dikkatli şekilde ele al¬nmal¬d¬r.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

Richardson d¬̧skesitirimi

Şimdi, Richardson d¬̧skesitirimi (ekstrapolasyonu) olarak bilinen bir
yordam¬n baz¬say¬sal formüllerden daha duyarl¬sonuçlar üretmek için nas¬
kullan¬labilece¼gini belirtece¼giz. Daha yüksek terimlere genişletilmiş şekilde,
(5) ve (6) formüllerini göz önüne alal¬m. f (x) in

f (x + h) =
∞

∑
k=0

1
k !
hk f (k )(x) (10)

f (x � h) =
∞

∑
k=0

1
k !
(�1)khk f (k )(x) (11)

Taylor serileri ile temsil edildi¼gini varsayal¬m. E¼ger ikinci eşitlik
birincisinden ç¬kar¬l¬rsa, bu durumda k n¬n çift de¼gerli tüm terimleri yok
olacakt¬r ve geriye

f (x + h)� f (x � h) = 2hf 0(x) + 2
3!
h3f 000(x) +

2
5!
h5f (5)(x) + � � �

kalacakt¬r.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

Bunun yeniden düzenlenmesi ile de

f 0(x) =
1
2h
[f (x + h)� f (x � h)]

�
�
1
3!
h2f 000(x) +

1
5!
h4f (5)(x) +

1
7!
h6f (7)(x) + � � �

�
bulunur. L, f 0(x) i göstermek üzere, bu eşitlik

L = ϕ(h) + a2h2 + a4h4 + a6h6 + � � � (12)

formuna sahiptir. Son denklemi h yerine h/2 alarak yeniden yazal¬m:

L = ϕ(h/2) + a2h2/4+ a4h4/16+ a6h6/64+ � � � (13)

Hata serisindeki lider terim a2h2, (12) denklemini (13) denkleminin 4
kat¬ndan ç¬kararak, aşa¼g¬daki gibi yok edilebilir:
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

L = ϕ(h) + a2h2 + a4h4 + a6h6 + � � �
4L = 4ϕ(h/2) + a2h2 + a4h4/4+ a6h6/16+ � � �
3L = 4ϕ(h/2)� ϕ(h)� 3a4h4/4� 15a6h6/16� � � �

Böylece,

L =
4
3

ϕ(h/2)� 1
3

ϕ(h)� a4h4/4� 5a6h6/16� � � � (14)

elde ederiz. (14) eşitli¼gi Richardson d¬̧skestirimindeki ilk ad¬m¬meydana
getirmektedir. Bu, ϕ(h) ve ϕ(h/2) nin basit bir bileşiminin O(h4)
duyarl¬l¬kla L ye bir kestirim sa¼glad¬¼g¬n¬göstermektedir.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

(14) eşitli¼ginde ψ(h) = 4
3 ϕ(h/2)� 1

3 ϕ(h) diyelim. Bu durumda,

L = ψ(h) + b4h4 + b6h6 + � � �
L = ψ(h/2) + b4h4/16+ b6h6/64+ � � �

olup, böylece

L = ψ(h) + b4h4 + b6h6 + � � �
16L = ψ(h/2) + b4h4/16+ b6h6/64+ � � �
15L = 16ψ(h/2)� ψ(h)� 3b6h6/4� � � �

buluruz. Buradan da

L =
16
15

ψ(h/2)� 1
15

ψ(h)� b6h6/20� � � � (15)

elde ederiz.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

Tekrar, (15) eşitli¼ginde θ(h) = 16
15ψ(h/2)� 1

15ψ(h) ve böylece

L = θ(h) + c6h6 + c8h8 + � � �

alarak ayn¬işlemi tekrarlayabiliriz. Böylece, yukar¬dakine benzer şekilde

L =
64
63

θ(h/2)� 1
63

θ(h)� 3c8h8/252� � � �

buluruz.
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1 Say¬sal Türev ve Richardson D¬̧skestirimi Richardson D¬̧skestirimi

Asl¬na bak¬l¬rsa, artan duyarl¬l¬kta formüller elde etmek için herhangi say¬da
ad¬m uygulanabilir. Şimdi Richardson d¬̧skestirim algoritmas¬nda M
ad¬ma izin veren tam algoritmay¬verelim:

1. Uygun bir h (örne¼gin h = 1) seçiniz ve M + 1 tane

D(n, 0) = ϕ(h/2n) (0 � n � M)

de¼gerini hesaplay¬n¬z.

2. k = 1, 2, ...,M ve n = k, k + 1, ...,M için

D(n, k) =
4k

4k � 1D(n, k � 1)�
1

4k � 1D(n� 1, k � 1) (16)

formülünden di¼ger de¼gerleri hesaplay¬n¬z.
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D(0, 0) = ϕ(h), D(1, 0) = ϕ(h/2) ve D(1, 1) = ψ(h) oldu¼guna dikkat
edelim. D(n, 1) nicelikleri, (14) eşitli¼ginde h n¬n ardarda h/2 ile
de¼giştirilmesine karş¬l¬k gelir. Benzer şekilde, D(n, 2) ler (15) eşitli¼gine
karş¬l¬k gelir ve böyle devam eder. Hipotezimizden ve hesaplamalar¬m¬zdan

D(n, 0) = L+O(h2)
D(n, 1) = L+O(h4)
D(n, 2) = L+O(h6)
D(n, 3) = L+O(h8)

D(n, k � 1) = L+O(h2k ) (h! 0)

oldu¼gu aç¬kt¬r.
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D(n, 0) ve D(n, k) için verilen formüller bir üçgensel matris oluşturmam¬za
izin verir:

D(0, 0)
D(1, 0) D(1, 1)
D(2, 0) D(2, 1) D(2, 2)
...

...
...

. . .
D(M, 0) D(M, 1) D(M, 2) . . . D(M,M)
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