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Simpson Kurali

Herhangi bir [a, b] araligi i¢cin benzer hesaplamalar, iyi bilinen Simpson
kurali

/b f(x)dx ~ % [f(a) + 4f (a;b) + f(b)] (6)

a

yi verir. Bu formiiliin ¢ikarilis seklinden, Simpson kuralinin derecesi < 2
olan her polinom igin kesin oldugunu biliyoruz.

Fakat, bu formiil siirpriz sekilde, derecesi < 3 olan her polinom igin de
dogrudur. (Bkz. Problem 7.1.2, s. 476.) ve hatasi bazi ¢ € (a, b) i¢in

1 4
— s l(b=a)/2°F ()

dir.




L Simpsen Kuralh
Asagidaki gibi ilerleyerek, hatanin O(h®) oldugunu gérebiliriz. Eger
h= (b—a)/2 ise,

a+2h h
/ﬂ f)dx ~ S [f(a) +4f (a+h) + f(a+2h)]

4
= 2hf(a) +2h*f'(a) + Sh°F"(a)
2 100
_h4 f/l/ —h5 f(4) L
+3 (a) + 360 (a) +

seklinde yazabiliriz. Simdi F(x) = fux f(t)dt dersek F' = f olup, Taylor
Teoremi ile birlikte Simpson kuralinin sol tarafini F(a + 2h) olarak, ya da

4 2 2
2hf (a) + 2h*F'(a) + §h3f”(a) + §h4f”’(a) + i—'h5f(4) (a)+ -
seklinde yazabiliriz. Bu iki agcihmi birlestirerek
a+2h h
/ F(x)dx = 3 [F(a) +4f (a+h) + F(a+2h)] = K F ) (a)
a

buluruz. o <@



Cift sayida altaraliga sahip olan bir bilesik Simpson kurali cok sik kullaniimaktadir.
n cift olmak iizere x; = a + ih h=(b—a)/n (0 < i< n)alalim.
Bu durumda

b X2 X4 Xn
/f(x)dx _ / f(x)dx+/ f(x)dx+---+/ F(x)dx
a X0 X2 Xn—2
n/2 rxo
= Z/ f(x)dx
j=1"X2i-

olur. (6) Simpson kuralini herbir altaralig uygularsak

>
]
~
N

/abf(x)dx ~ 2 Y [Fora) +4F (i) + £ ()]

w

—_

h n/2 n/2
= 3[ X0 —|—2ZfX2, 2)+4fo211 +f(X'7)
i=1 {XONE
formiliinii elde ederiz. Hatasi: 1i130 (b — a)h4f (4) (é) (a, b)



Genel Integral Formiilleri

Newton-Cotes formiillerine yol acan yordam

/ab f(x)w(x)dx ~ ;A;f(x;)

tipinde daha genel integral formiilleri iiretmek icin kullanilabilir. Burada w

sabitlenmis herhangi bir agirhk fonksiyonu olabilir. Gerekli olan tek
diizenleme,

A= /ﬂb Ci(x)w(x)dx

almaktir.




Uciincii dereceden her f polinomu icin kesin olan,
[7 f(x) cosxdx ~ Aof (—27) + Aif (—im) + Aof (71) + Asf (3m)

formunda bir formiilii iiretiniz. )

f(x) = x/ (0 < j < 3) alalim. Simetri nedeniyle Ay = A3 ve A1 = A, dir.

0 = [” lcosxdx = 2Aq + 2A;
—4n = ffﬂx2 cos xdx = 2Ap (%7‘[)2 + 2A; (4l7r)2

Bu sistemin ¢oziimii; A1 = Ay = —Ag = —A3 = 4/ 71 ve formiil

[T f(x) cos xdx ~ % [—f(=3m)+f(-in)+f(En)—FEn)|M

v
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Araliklarin Degisimi

/d (t)dt ~ ZA f(t;) (7)

sayisal integral formiiliiniin verildigini varsayahm.

b—a ad — bc
/\(t)=d_ct+ T c (8)

doniisimii ile

/ﬂbf(x)dx - SZZ/Cdf()\(t))dt

Q

bulunur. D e =



3 Gauss Tiimlemesi

3. Gauss Tiimlemesi

Onceki kesimde, derecesi < n olan polinomlar igin kesin (esitlik) olan

/ab F(x)dx ~ ZHE)A,-;‘(X,-) (1)

tipinde tiimleme formiillerinin nasil olusturulacagini gordiik. xp, x1, ..., Xn
nodlarinin sabitlenmesi durumunda, (1) formiilii her £ € I1, icin esitlik
saglayacak sekilde, katsayilar tek olarak belirlenmisti.

(1) formiili digerlerine gore daha iyi olacak sekilde bir nod seciminin olup
olamayacagini sormak dogaldir. Ornegin, elde edilecek A; katsayilarinin
tiiminin ayni olacagi bir 6zel nod secimi mevcut olabilir. Eger 0 < i < n
icin A; = c ise, bu durumda

/abf(x)dx% czn(:)f(x,-)

basit formu olusacagindan, Esitlik (1) in kullaniminda daha az aritme
gereksinim olur. (Bu, ¢arpma sayisinda n+ 1 den 1 e inis saglar.)
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3 Gauss Tiimlemesi

Chebyshev tiimleme formiilleri

(2) tipindeki formiiller sadece n =0,1,2,3,4,5,6 ve 8 icin mevcuttur.
Bunlar Chebyshev tiimleme formiilleri olarak bilinirler. n = 4 e karsilik
gelen formiil

o = 1/(5++/11)/12 ~ 0.83249 74870 00982
B = 4/(5—+V11)/12 ~ 0.37454 14095 53581

olmak tiizere

1 2

[1 f(x)dx = ¢ [f(—a) + F(=p) +£(0) +F(B) + f(a)] (3)
dir. & ve B nodlarini elde etmek icin belirsiz katsayilar yontemi '
kullanilabilir. Ayrica, derecesi < 5 olan tiim polinomlar icin bu formi
kesin oldugu gosterilebilir.
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3 Gauss Tiimlemesi

Hermite tiimleme formiilii

Ayni katsayili daha karmasik formiiller de bir sekilde verilebilir. Bir 6rnek

olarak, F(x) = f(x)v1 — x? olmak iizere,
1 T 2i—1
/ . f(x)dx =~ - Z F (cos 5 n) (4)

yi verebiliriz. Bu, Hermite tiimleme formiilii olarak bilinir. Bu formiil,
2n boyutlu

G={pw:pelhy1} w(x)=(1-x*"12

lineer uzayi icin kesindir. Bu hedefin sistematik olarak takip edilmesi bizi
Gauss tiimleme formiillerine gotiiriir.
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3 Gauss Tiimlemesi Gauss Tiimlemesi

Gauss Tiimlemesi

Teori biraz daha genel bir formdaki tiimleme kurallari icin formiile edilebilir:
b n

/ Flw(x)dx ~ Y Af(x) (5)
a i=0

Burada w belirlenmis pozitif bir agirhk fonksiyonudur. w(x) =1 olma
durumu, dogal olarak, 6zel bir 6nem tasir.

A,-:/abw(x)ﬁx_xjdx (6)

=0 Xi =X

J#i

olmasi durumunda (5) formiiliiniin f € I, igin kesin oldugunu biliyoruz.
Uzerlerinde hicbir 6nciil kisitlama olmaksizin, elimizde n+ 1 tane A;

bilinmeyeni ve n+ 1 tane x; nodu oldugu icin, derecesi < 2n+ 1 olang
polinomlar icin kesin olacak sekilde, Denklem (5) formunda tiimleme ¢

formiilleri bulunabilir mi?
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w pozitif bir agirlik fonksiyonu ve q polinomu da, herhangi bir p € 11, icin

[ atpowlx)ax =0 ™)

anlaminda, I1, ye w-dik olan (n+ 1). dereceden sifirdan farkli bir polinom
olsun. xp, X1, ..., X, €ger q nun sifirlari ise, bu durumda katsayilari (6)
esitligi ile verilen (5) tiimleme formiilii her f € Ty,41 icin kesindir.




SR G Timlemesi

f € Ily,41 olsun. f yi q ile bélersek, bir p béliimii ve r kalani elde ederiz,
Boylece,
f=qp+r (p,relIl,)

olup, f(x;) = r(x;) dir. Denklem (7) yi ve Denklem (5) in I1, nin
elemanlari icin kesin oldugu gercegini kullanirsak,

b b n -
/ fwdx = / rwdx = Y Air(x) = Y Aif (x;)
a a =0 i=0

elde ederiz.ll

g nun koklerinin basit kékler olduklari ve [a, b] araliginin icinde kaldiklari
goriilecektir. (Ozel olarak bunlar reel olup, sanal degillerdir.) Bu sonug
asagidaki teoremden hemen ortaya ¢ikmaktadir.

=] =) = = £ DA
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SR G Timlemesi

w, Cla, b] de pozitif bir agirlik fonksiyonu olsun. f, Cla, b] nin, I1, ye
w-dik olan, sifirdan farkli bir elemani olsun. Bu durumda (a, b) araliginda
f en az n+ 1 kez isaret degistirir.

v

1 € I, oldugu igin, fab f(x)w(x)dx = 0 olup, bu f(x) in en az bir kez
isaret degistirdigini gosterir. r < n olmak iizere, f nin sadece r kez isaret
degistirdigini varsayalm. a = th < t; < tp < --- < t, < t,41 = b olmak
lizere, herbir (to, t1), (t1,t2), ..., (t,, t+1) alt araliginda f tek bir isarete
sahip olacak sekilde t; noktalarini secelim.

r

p() =1(x—t)

i=1

polinomu da ayni isaret ézelligine sahiptir ve boylece
fab f(x)p(x)w(x)dx # 0 dir. p € I1, oldugu icin, bu bir celiskidir®
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3 Gauss Tiimlemesi  Gauss Tiimlemesi

Eger agirlik fonksiyonu w(x) = 1 ve aralik [—1, 1] ise, orjinal olarak Gauss

tarafindan incelenen duruma sahibiz. n = 1 icin

ve n = 4 icin

—Xp

X2

Ao

A1
Ar

olmak iizere (x; ler Legendre polinomunun kskleri)

1
/ F(x)dx ~ F(—1/v/3) + F(1/V/3) (8)
J—1
1
Xq = 3 5+ 2v10/7 ~ 0.90617 98459 38664
1/
X3 = 3 5 —2v10/7 = 0.53846 93101 05683
0.0

= 03(07+ 5\ﬁ)/ (2 + 5@) ~ 0.23692 68850 56189

As =03 ( 07+ 5\/0.7)/ (—2 T 5\/0.7) ~ 0.47862 86704 9936
128/225 ~ 0.56888 88888 88889

/11 F(x)dx ~ Aof (x0) + ALF(x) + - - + Asf (xa)
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[a,b] = [—1,1], w(x) =1 ve n = 2 iken Gauss tiimleme kuralini bulunuz.

Ardisik Legendre polinomlari

@(x) = 1  aq(x)=x
R(x) = X2—%
o) = 0

dir. g3 iin kékleri olan O ve ++/3/5

Joif()dx ~ §F (—\/é) 4= O (@) 27 <\/§)

tiimleme formiiliindeki nodlardir. 5/9 ve 8/9 sabitleri belirsiz katsayilar yontemi

ile belirlenebilir. (Bkz. Problem 7.3.21, s. 500.)
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