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N S LR Atk Yamuk Kural
Ardisik Yamuk Kural

| = /ab f(x)dx (1)

icin, h = (b —a)/n uzunluklu n altaralik kullanan yamuk kuralini T (n) ile
gosterirsek

T(n)—hZfa—I—lh _a)z//f(ajtl(b_a)) (2)

i=0

esitligine sahibiz. Burada, toplam isaretindeki cift iis, ilk ve son terimlerin
yanisinin alinacagini belirtmektedir.




Araligin [0, 1] olmasi durumunda T(1), T(2), T(4) ve T(8) i¢in agik
formiiller nelerdir?

Denklem (2) yi kullanarak

T(1) = 3f(0)+3f(1)

T2 = 3fO)+3[f(D)]+35f()

T(4) = f(0)+7[f(3)+FE)+FG3)] +3F(1)
T(8) 2 f(0) ¢ [FG) + () +F(B)+£(5)+F(3)

(3)+ )]+ %)

_'.
-

@ T(2n) hesabinda, T(n) hesabimi kullanabiliriz.

[m] = = =



Araligin [0, 1] olmasi durumunda T(1), T(2), T(4) ve T(8) i¢in agik
formiiller nelerdir?

Denklem (2) yi kullanarak

T(1) = 3f(0)+3f(1)

T2 = 3f(0)+3[f(3)]+3:f()

T(4) = 3O +5[f(3)+ f( )+ ()] +5F(1)

T(8) = f(0)+3[f(g)+f(E)+fE)+f(5)+1(3)
- () == (D)) 4 o)

[m] = = =



T2) = 1) +1[f(D)]
T(4) = 3T@Q+3[f(3)+f(3)]
T®) = 3TW+L[FE)+FR)+f3)+f(L)]
ve genel olarak h = (b —a)/2n ile, herhangi bir [a, b] araligina ait genel
formiil su sekildedir:
T(2n) = %T(n) +h[F(a+h) + F(a+3h) + Fla+5h)

oot flat (20— 1)h)]

_ %T(n)-l—hi:f(a-l— (2i — 1)h)
i=1




Eger 2" tane diizgiin altaralik var ise, bu durumda (3) esitligi bir ardisik
yamuk kurali saglar:

h0=b—a hn=h,7_1/2 (nZl)

olmak iizere,
1 2n—1
T(2") = 5T ) +hy ) f(a+ (20— 1)hy)
i=1

elde edilir.




N U PRI Romberg Algoritmasi
Romberg Algoritmasi

@ 2" altaralikli yamuk tahmini R(n,0) ile gosterilmek iizere;




N U PRI Romberg Algoritmasi
Romberg Algoritmasi

e 2" altaralikli yamuk tahmini R(n,0) ile gosterilmek iizere;
R(0,0) = 3(b—a) [f(a) + f(b)]

*\ R(no) = ; (n—1,0) +h2n;1fa+ (20 = 1)hy) )




N U PRI Romberg Algoritmasi
Romberg Algoritmasi

e 2" altaralikli yamuk tahmini R(n,0) ile gosterilmek iizere;
R(0,0) = 3(b—a)[f(a) + f(b)]
° 2! (4)

R(n,0) = %R(n— 1,0) + hy Y (a+ (20 — 1)hy)
i=1

e R(n,m)=R(n,m—1)+




N U PRI Romberg Algoritmasi
Romberg Algoritmasi

e 2" altaralikli yamuk tahmini R(n,0) ile gosterilmek iizere;
R(0,0) = 3(b—a)[f(a) + f(b)]
° 2! (4)

R(n,0) = %R(n— 1,0) + hy Y (a+ (20 — 1)hy)
i=1

@ R(n,m)=R(nm—1)+ [R(n,m—1)—R(n—1,m—1)]

am —1
@ R(n,m) (n>1,m>1) formiiliniin tiirev igin D(n, m) dis kestirim
formilt ile ayni olduguna dikkat ediniz.




R(0,0)
R(1,0)
R(2,0)
R(3,0)
R(4,0)

R(1,1)

R(2,1) R(22)

R(3,1) R(3.2) R(3,3)
R(4,1) R(42) R(4,3) R(44)

R(I\:/I,O) R(I\:/I,l) R(I\:/I,2) R(I\:/I,3) R(I\:/I,4) R(M, M)




Eger f € Cla, b] ise, bu durumda Romberg dizisindeki herbir kolon f nin
integraline yakinsar. Boylece her m igin,

Jim R(n,m) = /ab f(x)dx




lik kolon icin k altaralikl yamuk kurali

k _ 1 k=1 _ 1 K _

h,-;; f (a+ ih) 2h,~§; f(a+ih)+ zhi;f(wrm)
formunda yazilabilir ki sag taraf | icin iki Riemann toplaminin ortalamasini
temsil etmekte olup, Riemann integrali teorisinden, her iki Riemann
toplami ve béylece ortalamalari da | ya yakinsar. Bu, lim,_« R(n,0) = |
oldugunu ispatlar. Ikinci kolon icin

R(n1) = ‘3-‘R(n, 0) — %R(n —1,0)

olup, buradan lim,_, R(n,1) = %I — %I = | olur. Geriye kalan tiim
kolonlar ayni yolla analiz edilir B

v

CR= =» «=» T 9aC
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5 Uyarlamal Tiimleme

Uyarlamah Tiimleme

Simpson kurali

[Tt = S@b) - g lb-a/2P 0@ ()
b

Sap) = 221 [f(a) +af <”+2b> + f(b)] )
Ana fikir; eger Simpson kurali verilen bir alt aralikta yeterince duyarli
degilse, bu durumda o alt araligin iki esit parcaya béliinmesi ve herbir
parcada Simpson kuralinin kullanilmasidir. Bu siireg, icerilen tiim alt
araliklarda ayni duyarlilikla integral yaklasimi elde etmek icin
tekrarlanacaktir.
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5 Uyarlamal Tiimleme

En sonunda, Simpson kuralinin n kez uygulanmasi ile
b n Xj
/ F(x)dx = 2/ Fx)dx = Y (S + &) 25 +2e,
a i=1vXi-1 i=1

integralini hesaplamis olacagiz. Burada S; integrale [x;_1, x;] araliginda bir
yaklasim ve ¢; de karsilik gelen yerel hatadir. Eger

lei] < e(xi —xi—1)/(b—a) (3)
ise, toplam hata

) e

i=1

n n
< lej] <
i=1 b— i=1

x

ile sinirli olacaktir. O halde, yerel hata kriteri, bir

/ﬂbf(x)dx— i:S,-

mutlak hata sinirlamasini dogurur.
Nuri OZALP (Ankara Uni.) NUMERIK ANALIZ — BOLUM 5 SAYISAL INTEGRAL 12 / 14

<eg




5 Uyarlamal Tiimleme

(2) esitliginden, [u, v] araligindaki temel Simpson kural, bazi ‘51 € (u, v) icin,

[ F60dx = St.v) - oo (v = w727 F9 &) (*)

ile verilir. Eger integral araligi w = (u =+ v)/2 orta noktasindan iki esit alt
arahiga béliiniirse, bu durumda her iki alt aralikta Simpson kurali kullanilirsa;

/uvf(x)dx = / dx+/

— S(u.w) - %Kw—uWﬂ (&) + S(w,v)
1
~ g5 v = w2 F9gy)
= st - g (Y2) [e + )]
= ST - s (v =) Q)
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5 Uyarlamal Tiimleme

Bu hesaplamada, &, € (u,w), &3 € (w,v) ve & € (u, v) olmak iizere,
S =S(uw) S =S(w,v)

F0E) = 5 [F9@) + ()] (©

aldik.

Kiiciik araliklarda Denklem (4) ve (5) te f(*)(&;) = f*) (&) kabul edelim. Bu
durumda, Denklem (5) i 16/15 ile ¢arpip, Denklem (4) iin 1/15 katindan
cikararak, F4) g iceren terim yok edilebilir. Sonu¢ asagidadir:

/Vf(x)dxz 5*+5**+% [S* + 5™ — S(u, )] (7)

[S* + §** — S(u, v)] yeterince kiigiik iken araliklarin daha fazla bslinmesi
durdurulur.
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