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4 Romberg ·Integrali Ard¬̧s¬k Yamuk Kural¬

Ard¬̧s¬k Yamuk Kural¬

I =
Z b

a
f (x)dx (1)

için, h = (b� a)/n uzunluklu n altaral¬k kullanan yamuk kural¬n¬T (n) ile
gösterirsek

T (n) = h
n

∑
i=0
f (a+ ih) =

(b� a)
n

n

∑
i=0

00
f
�

a+ i
(b� a)
n

�
(2)

eşitli¼gine sahibiz. Burada, toplam işaretindeki çift üs, ilk ve son terimlerin
yar¬s¬n¬n al¬naca¼g¬n¬belirtmektedir.
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4 Romberg ·Integrali Ard¬̧s¬k Yamuk Kural¬

Örnek

Aral¬¼g¬n [0, 1] olmas¬durumunda T (1), T (2), T (4) ve T (8) için aç¬k
formüller nelerdir?

Çözüm

Denklem (2) yi kullanarak

T (1) = 1
2 f (0) +

1
2 f (1)

T (2) = 1
4 f (0) +

1
2

�
f ( 12 )

�
+ 1

4 f (1)

T (4) = 1
8 f (0) +

1
4

�
f ( 14 ) + f (

1
2 ) + f (

3
4 )
�
+ 1

8 f (1)

T (8) = 1
16 f (0) +

1
8

�
f ( 18 ) + f (

1
4 ) + f (

3
8 ) + f (

1
2 ) + f (

5
8 )

+ f ( 34 ) + f (
7
8 )
�
+ 1

16 f (1)

T (2n) hesab¬nda, T (n) hesab¬n¬kullanabiliriz.
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4 Romberg ·Integrali Ard¬̧s¬k Yamuk Kural¬

T (2) = 1
2T (1) +

1
2

�
f ( 12 )

�
T (4) = 1

2T (2) +
1
4

�
f ( 14 ) + f (

3
4 )
�

T (8) = 1
2T (4) +

1
8

�
f ( 18 ) + f (

3
8 ) + f (

5
8 ) + f (

7
8 )
�

ve genel olarak h = (b� a)/2n ile, herhangi bir [a, b] aral¬¼g¬na ait genel
formül şu şekildedir:

T (2n) =
1
2
T (n) + h [f (a+ h) + f (a+ 3h) + f (a+ 5h)

+ � � �+ f (a+ (2n� 1)h)]

=
1
2
T (n) + h

n

∑
i=1
f (a+ (2i � 1)h) (3)
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4 Romberg ·Integrali Ard¬̧s¬k Yamuk Kural¬

E¼ger 2n tane düzgün altaral¬k var ise, bu durumda (3) eşitli¼gi bir ard¬̧s¬k
yamuk kural¬sa¼glar:

h0 = b� a hn = hn�1/2 (n � 1)

olmak üzere,

T (2n) =
1
2
T (2n�1) + hn

2n�1

∑
i=1

f (a+ (2i � 1)hn)

elde edilir.
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4 Romberg ·Integrali Romberg Algoritmas¬

Romberg Algoritmas¬

2n altaral¬kl¬yamuk tahmini R(n, 0) ile gösterilmek üzere;

8><>:
R(0, 0) = 1

2 (b� a) [f (a) + f (b)]

R(n, 0) =
1
2
R(n� 1, 0) + hn

2n�1

∑
i=1

f (a+ (2i � 1)hn)
(4)

R(n,m) = R(n,m� 1) + 1
4m � 1 [R(n,m� 1)� R(n� 1,m� 1)]

R(n,m) (n � 1,m � 1) formülünün türev için D(n,m) d¬̧s kestirim
formülü ile ayn¬oldu¼guna dikkat ediniz.
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4 Romberg ·Integrali Romberg Algoritmas¬

R(0, 0)
R(1, 0) R(1, 1)
R(2, 0) R(2, 1) R(2, 2)
R(3, 0) R(3, 1) R(3, 2) R(3, 3)
R(4, 0) R(4, 1) R(4, 2) R(4, 3) R(4, 4)
...

...
...

...
...

. . .
R(M, 0) R(M, 1) R(M, 2) R(M, 3) R(M, 4) � � � R(M,M)
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4 Romberg ·Integrali Romberg Algoritmas¬

Teorem (Romberg Algoritmas¬n¬n Yak¬nsakl¬¼g¬)

E¼ger f 2 C [a, b] ise, bu durumda Romberg dizisindeki herbir kolon f nin
integraline yak¬nsar. Böylece her m için,

lim
n!∞

R(n,m) =
Z b

a
f (x)dx
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4 Romberg ·Integrali Romberg Algoritmas¬

·Ispat

·Ilk kolon için k altaral¬kl¬yamuk kural¬

h
k

∑
i=0

00
f (a+ ih) =

1
2
h
k�1
∑
i=0

f (a+ ih) +
1
2
h

k

∑
i=1
f (a+ ih)

formunda yaz¬labilir ki sa¼g taraf I için iki Riemann toplam¬n¬n ortalamas¬n¬
temsil etmekte olup, Riemann integrali teorisinden, her iki Riemann
toplam¬ve böylece ortalamalar¬da I ya yak¬nsar. Bu, limn!∞ R(n, 0) = I
oldu¼gunu ispatlar. ·Ikinci kolon için

R(n, 1) =
4
3
R(n, 0)� 1

3
R(n� 1, 0)

olup, buradan limn!∞ R(n, 1) = 4
3 I �

1
3 I = I olur. Geriye kalan tüm

kolonlar ayn¬yolla analiz edilir.�
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5 Uyarlamal¬Tümleme

Uyarlamal¬Tümleme

Simpson kural¬

Z b

a
f (x)dx = S(a, b)� 1

90
[(b� a)/2]5 f (4)(ξ) (1)

S(a, b) =
b� a
6

�
f (a) + 4f

�
a+ b
2

�
+ f (b)

�
(2)

Ana �kir; e¼ger Simpson kural¬verilen bir alt aral¬kta yeterince duyarl¬
de¼gilse, bu durumda o alt aral¬¼g¬n iki eşit parçaya bölünmesi ve herbir
parçada Simpson kural¬n¬n kullan¬lmas¬d¬r. Bu süreç, içerilen tüm alt
aral¬klarda ayn¬duyarl¬l¬kla integral yaklaş¬m¬elde etmek için
tekrarlanacakt¬r.
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5 Uyarlamal¬Tümleme

En sonunda, Simpson kural¬n¬n n kez uygulanmas¬ileZ b

a
f (x)dx =

n

∑
i=1

Z xi

xi�1
f (x)dx =

n

∑
i=1
(Si + ei ) =

n

∑
i=1
Si +

n

∑
i=1
ei

integralini hesaplam¬̧s olaca¼g¬z. Burada Si integrale [xi�1, xi ] aral¬¼g¬nda bir
yaklaş¬m ve ei de karş¬l¬k gelen yerel hatad¬r. E¼ger

jei j � ε(xi � xi�1)/(b� a) (3)

ise, toplam hata����� n∑i=1 ei
����� � n

∑
i=1
jei j �

ε

b� a

n

∑
i=1
(xi � xi�1) = ε

ile s¬n¬rl¬olacakt¬r. O halde, yerel hata kriteri, bir�����
Z b

a
f (x)dx �

n

∑
i=1
Si

����� � ε

mutlak hata s¬n¬rlamas¬n¬do¼gurur.
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5 Uyarlamal¬Tümleme

(2) eşitli¼ginden, [u, v ] aral¬¼g¬ndaki temel Simpson kural¬, baz¬ξ1 2 (u, v) için,Z v

u
f (x)dx = S(u, v)� 1

90
[(v � u)/2]5 f (4)(ξ1) (4)

ile verilir. E¼ger integral aral¬¼g¬w = (u + v)/2 orta noktas¬ndan iki eşit alt
aral¬¼ga bölünürse, bu durumda her iki alt aral¬kta Simpson kural¬kullan¬l¬rsa;Z v

u
f (x)dx =

Z w

u
f (x)dx +

Z v

w
f (x)dx

= S(u,w)� 1
90
[(w � u)/2]5 f (4)(ξ2) + S(w , v)

� 1
90
[(v � w)/2]5 f (4)(ξ3)

= S� + S�� � 1
90

�
v � u
22

�5 h
f (4)(ξ2) + f

(4)(ξ3)
i

= S� + S�� � 1
29
1
90
(v � u)5 f (4)(ξ) (5)
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5 Uyarlamal¬Tümleme

Bu hesaplamada, ξ2 2 (u,w), ξ3 2 (w , v) ve ξ 2 (u, v) olmak üzere,

S� � S(u,w) S�� � S(w , v)

f (4)(ξ) � 1
2

h
f (4)(ξ2) + f

(4)(ξ3)
i

(6)

ald¬k.
Küçük aral¬klarda Denklem (4) ve (5) te f (4)(ξ1) = f

(4)(ξ) kabul edelim. Bu
durumda, Denklem (5) i 16/15 ile çarp¬p, Denklem (4) ün 1/15 kat¬ndan
ç¬kararak, f (4) ü içeren terim yok edilebilir. Sonuç aşa¼g¬dad¬r:Z v

u
f (x)dx � S� + S�� + 1

15
[S� + S�� � S(u, v)] (7)

[S� + S�� � S(u, v)] yeterince küçük iken aral¬klar¬n daha fazla bölünmesi
durdurulur.
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