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Nuri OZALP

LINEER SISTEMLERIN ¢OZUMU




LU ve Cholesky Ayristirmalari

Kolay Coziilebilir Sistemler

Amacimiz

aiixy + appxo +aizxz + - - -
Ar1X1 + AxoXo + Ao3Xx3 + - - -
az1xy + aspxp +4a33x3 + - - -

Ap1X1 + ap2Xxo + Ap3xz + - - -

+ a1pxp = by
+ axpxp = by
+ azpx, = b3

+ Appnxn = by

formuna sahip lineer denklem sistemlerini ¢cé6zmeyi niimerik bakis acisindan

tartismaktir.




Matrisler denklem sistemlerini temsil etmek icin kullanish araclardir. Bu
durumda, yukaridaki denklem sistemini

ain 412 413+ A1p X1 by
a1 @z A3 -+ d2p X2 by
az1 Az 33 -+ A3, x3 | = | b3
Ap1 Ap2 Ap3 - ldpp Xn b,

seklinde yazilabilir. Bdylece bu matrisleri, denklem basitce

Ax=0b (1)

yazilacak sekilde A, x, ve b ile gosterebiliriz.




¢coziimii de
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e N E SR CIT o\ay Cozilebilir Sistemler
(1) sistemi
i ail 0 0 17T X1 i
0 o) 0 e
0 0 asz - --
| 0

X2

X3

[ bi/a11 ]
by /an
bs/az3

| bn/ann |
olur. Eger, bazi i indisleri icin a;; = 0 ve b; = 0 ise, bu durumda x; herhang
reel sayi olabilir. Eger, a;; = 0 ve b; # 0 ise, sistemin CGZUQU yoktur.
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_bn

Xn
kosegensel yapida ise, bu durumda sistem n tane basit denkleme indirgenir ve




Sistem alt iiggensel yapida ise, yani

-ﬂ11 0 0 0 ] -Xl- _bl-
a1 a»p 0 --- 0 X2 by
az1 azy azz -+ 0 x3 | = | b3

| dp1 Ap2 Ap3 -+ Opp | | Xn | L by i

seklindeyse, ilk denklemden x; i elde ederiz. Bulunan x; degerini ikinci denklemde

yazarak, xo yi ¢ozeriz. Ayni yolla devam ederek, ardarda sirada x1, xo, ..
buluruz.

o Xp




Bu sekildeki formal ¢dziim algoritmasi ileri-yénde yerlestirme olarak adlandirilir.

girdi n, (a;), (b;)
i =1 den n ye dongii

i—1
Xj <b,'— Eu;pg)/a;;
J=1

dongii sonu
cktr (x;)




Ayni diisiince list tiggensel yapiya sahip bir sistemi ¢6zmek icin de
uygulanabilir. Bu tip bir matris sistemi

a1 ayp a3 -+ A X1 by
0 ax ax -+ an X2 by
0 0 ax -+ az x3 | = | b3
| 0 0 0 -+ ann | | xn | | by |
formundadir.
(=] = = =




Tekrar, 1 </ < nigin a; # 0 kabul edilmelidir. x i ¢6zen formal algoritma
asagidaki gibi olup, geri-yonde yerlestirme olarak adlandirilir:

girdi n, (a,-j), (b,)

i =nden1le, —1 adimh doéngii
xi— (bj — X—i1 aix;) /aii

déngii sonu

ciktr (x;)




LU-Ayristirmalari

A nin, bir alt licgensel L matrisi ile bir tst ticgensel U matrisinin carpimi
seklinde aynistirilabildigini, yani A = LU oldugunu kabul edelim. Bu
durumda, Ax = b sistemini ¢ézmek icin, iki asamada

Lz = b yi z ye gore
Ux = z yi x e gore

¢6zmek yeterlidir.

o Boyle bir ayrisima her matris sahip olmayabilir.




2. LU-Ayrnistirmalar

Bir n X n lik A matrisi ile baslayalim ve A = LU olacak sekilde

[ 447 0O 0 - 0 ] (w1 owo owmiz e un |

£21 €22 0 to 0 0 Upp Up3 -+ Uzp

L= | ¥l {3 fl3zz --- O U= 0 0 w3 -+ 3
L Enl €n2 €n3 T Enn | L 0 0 0 ccc Upp |

matrislerini arastiralim. Bunun miimkiin oldugu durumlarda, A bir
LU-aynsimina sahiptir deriz. L ve U, Denklem (4) ten, tek olarak
belirlenmez. Aslinda, her i i¢in, ¢; veya uj; den birine (fakat her ikisine
degil) sifirdan farkli bir deger atayabiliriz. Ornegin, basit bir secim
i=1,2,...,nicin, £; =1 almak ve bdylece, L yi birim alt iicgensel
yapmaktir. Bir baska acik secenek, U yu birim iist ticgensel (her i icin,
ujj = 1) yapmaktir. Bu iki durum &zel 6neme sahiptir.
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A nin LU-aynsimi icin algoitma:
s> iigin {;s = 0 ve s > j icin us;; = 0 olmak iizere

min(/,j)

aj = ;éisusj = Z éISuS_] (1)

Islem siirecinin her adimi, U da yeni bir satir ve L de yeni bir kolon belirler.
k-yinci adimda U daki 1,2, ..., k—1. satirlarin ve L deki 1,2, ..., k—1.
kolonlarin hesaplandigini kabul edelim. (k = 1 icin bu kabul varsayimsal
dogrudur.)

ukk veya Ly dan biri belirlenmisse, (1) de i = j = k alinirsa, digeri

k-1
e = Y Listskc + Lo U
s=1

denkleminden elde edilir.




Boylece £y ve uk bilinmek iizere, k-yinci satir (i = k) ve j. kolon (j = k)
icin, Denklem (1) den sirasi ile

k-1

ag =Y listisj + i (k+1<j<n) (3)
s=1
k-1

A = Y, Listge + Ci g (k+1<i<n) (4)
s=1

yazariz. Eger £y # 0 ise, uy; elemanlarini elde etmek icin Denklem (3)
kullanilabilir. Benzer olarak, eger uxx # 0 ise, £ elemanlarini elde etmek
icin Denklem (4) kullanilabilir.




Yukaridaki analize dayal algoritma:

e L birim alt tiggensel (1 < i < nigin ¢;; = 1) iken Doolittle
aynistirmasi




Yukaridaki analize dayal algoritma:
o L birim alt tiggensel (1 < i < nigin ¢; = 1) iken Doolittle
aynstirmasi
e U birim st iiggensel (1 < i < nigin uj; = 1) iken ise Crout
aynistirmasi olarak bilinir.




Yukaridaki analize dayal algoritma:
o L birim alt tiggensel (1 < i < nigin ¢; = 1) iken Doolittle
ayristirmasi
e U birim st iiggensel (1 < i < nigin uj; = 1) iken ise Crout
aynistirmasi olarak bilinir.
e U=1LT ve boylece 1 < i < nicin £; = uj; iken algoritma Cholesky
aynistirmasi olarak adlandirnlir.




2. LU-Ayrnistirmalar

Yukaridaki analize dayal algoritma:

e L birim alt iicgensel (1 </ < nigin ¢;; = 1) iken Doolittle
ayristirmasi

@ U birim st iiggensel (1 < i < nigin u; = 1) iken ise Crout
aynistirmasi olarak bilinir.

e U=1LT ve boylece 1 < i < nicin £; = uj; iken algoritma Cholesky
aynistirmasi olarak adlandirilir.

@ Cholesky yontemini bu kesimin sonunda daha detayli olarak ele
alacagiz, ciinkii bu ayrisim A matrisinin reel, simetrik (A" = A ) ve
pozitif tanimh (x" Ax > 0 ) olma ozelliklerini gerektirmektedir.
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2. LU-Ayrnistirmalar

Yukaridaki analize dayal algoritma:

e L birim alt iicgensel (1 </ < nigin ¢;; = 1) iken Doolittle
ayristirmasi

@ U birim st iiggensel (1 < i < nigin u; = 1) iken ise Crout
aynistirmasi olarak bilinir.

e U=1LT ve boylece 1 < i < nicin £; = uj; iken algoritma Cholesky
aynistirmasi olarak adlandirilir.

@ Cholesky yontemini bu kesimin sonunda daha detayl olarak ele
alacagiz, ciinkii bu ayrisim A matrisinin reel, simetrik (A" = A ) ve
pozitif tanimh (x" Ax > 0 ) olma ozelliklerini gerektirmektedir.

@ Bu aynistirmalardan hangisi daha iyidir? Bunlarin herbiri basit Gauss
eleme yordaminin varyasyonlari ile iliskilidir. Bu nedenle, konunun tam
olarak anlasilmasi i¢in bunlar hakkinda bilgiye gerek vardir.
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2. LU-Ayrnistirmalar

Genel LU-ayristirmasi:

girdi n, (a;)
k =1 den n e dongii
Lrk veya g, dan biri icin sifirdan farklh

bir deger belirle ve digerini hesapla
k—1

Crkte < gk — Y LisUsk
s=1

j = k+ 1 den n ye dongii

k-1
Ugj (ﬂkj - X fksusj>/€kk
s=1

dongii sonu
i =k +1 den n ye dongii

k—1
Ly — (ﬂik - X gr’s”sk)/ukk
s=1

dongii sonu
dongii sonu
aiktr (£5), (ujj)
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2 U Al
Doolittle ayristirmasi 6nkodu:

girdi n, (aj)
k =1 den n e dongii
Ekk —1

j = k dan n ye dongii

k-1
Upj — Aj — 21 Lisus
5=

déngii sonu
i = k+1 den n ye dongii

k-1
L — <ﬂik - X Eis”sk)/ukk
s=1

déngii sonu
dongii sonu
eiktr (£5), (u;)




60 30 20
A=130 20 15
20 15 12

matrisinin Doolittle, Crout ve Cholesky ayristirmalarini bulunuz.

Algoritmadan, Doolittle ayrisimi

1 00][60 30 20
A=|L 10 0 5 5 |=LU
111 0 0 3

bulunur. Diger iki ayrissimi dogrudan hesaplamak yerine, bunlari Doolittle
ayristirmasindan elde edebiliriz.




U nun késegen elemanlarini bir késegensel D matrisinde yazarak
1 00 60 0 0 1 31
A:%lO 0 50 01 1|=LDU
1
3 11 0 0 3 0 0 1
buluruz. L = LD dersek,
60 0 O 1 % %
A=130 5 0 01 1|=L0
20 5 % 001
Crout ayrisimini elde ederiz.
(=] = = =




Cholesky ayrisimi, LDU ayrisiminda D yi DY/2D/? formuna ayirarak ve
carpanlardan biri L digeri de U ile iliskilendirerek elde edilebilir. Boylece,
1 00 v60 0 0
A = % 10 0 V5 0
3 11 0o 0 iv3
V60 0 0 1 41
x| 0 V5 0 011
o 0 iv3 0 0 1
V6o 0 0 V60 3v60 1./60
=|1v60 V5 0 0 5 5 |=ILT
160 v6 W3]l o o 1V
olur. |
=] (=) = E £ DA



En cok ilgilenilen ayrisim, L bir birim alt ticgensel ve U da bir iist
ticgensel olmak tizere A = LU formudur.
Bir A kare matrisinin bir LU-ayrisimina sahip olmasi icin bir yeter kosul

asagidadir:

Eger n x n lik bir A kare matrisinin n tane ana temel minérleri tiimiiyle
tekil degil ise, bu durumda A bir LU-ayrisimina sahiptir.

Eger, A reel, simetrik (yani A = AT ) ve pozitif tanimli (yani x" Ax > 0 bir
matris ise, bu durumda L pozitif kbsegenli bir alt iicgensel matris olmak
iizere, A nin tek bir A= LLT ayrisimi vardir.




2 U Al
Cholesky ayristirmasi 6nkodu:

girdi n, (a;)
k =1 den n e dongii

k-1 172
L — (ﬂkk - X éis)
s=1

i = k+ 1 den n ye dongii

k-1
L — <11ik - ;1 Eis£ks>/€kk

déngii sonu
dongii sonu
ciktr (¢)
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