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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma

Gauss elemesi iyi şekilde çal¬̧smaktayken, Doolittle, Crout ve Cholesky
ayr¬̧st¬rmalar¬na neden gerek duymaktay¬z?

Hesap makinelerinin kullan¬ld¬¼g¬günlerde, bu yordamlardan birinin di¼geri
üzerinde olas¬üstünlükleri mevcut idi. Ancak, bilgisayarlardaki ve
matematiksel yaz¬l¬mlardaki gelişmeler sonucunda bu küçük avantajlar
kaybolmuştur.

Bundan dolay¬, Doolittle ve Crout yöntemlerinden bahsedilmesi temelde
tarihsel nedenler içindir.

Di¼ger yandan, Cholesky yordam¬simetrik, pozitif tan¬ml¬matrisler için
özellikle iyi çal¬̧smaktad¬r.
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Gauss elemesi iyi şekilde çal¬̧smaktayken, Doolittle, Crout ve Cholesky
ayr¬̧st¬rmalar¬na neden gerek duymaktay¬z?

Hesap makinelerinin kullan¬ld¬¼g¬günlerde, bu yordamlardan birinin di¼geri
üzerinde olas¬üstünlükleri mevcut idi. Ancak, bilgisayarlardaki ve
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

Basit Gauss Elemesi

Gauss algoritmas¬n¬hat¬rlayal¬m:2664
6 �2 2 4
12 �8 6 10
3 �13 9 3
�6 4 1 �18

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

12
34
27
�38

3775
operasyonlar
S2 � 2S1 ! S2
S3 � 1

2S1 ! S3
S4 � (�1)S1 ! S4

(1)

2, 12 ve �1 say¬lar¬eleme sürecinin ilk ad¬m¬için çarpanlar olarak
adland¬r¬l¬r. Bu çarpanlar¬n herbirini oluşturmada bölen olarak kullan¬lan 6
say¬s¬na bu ad¬m¬n pivot eleman¬ve de¼gişmeyen 1. sat¬ra 1. pivot sat¬r
denir. ·Ilk ad¬m tamamland¬¼g¬nda sistem şu şekilde olacakt¬r ve .
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

·Ilk ad¬m tamamland¬¼g¬nda sistem şu şekilde olacakt¬r:

pivot!

2664
6 �2 2 4
0 �4 2 2
0 �12 8 1
0 2 3 �14

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

12
10
21
�26

3775
operasyonlar

S3 � 3S2 ! S3
S4 � (� 12 )S2 ! S4

(2)
�4 pivot eleman ve bu ad¬m¬n çarpanlar¬3 ve � 12 dir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

2664
6 �2 2 4
0 �4 2 2
0 0 2 �5
0 0 4 �13

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664

12
10
�9
�21

3775
operasyonlar

S4 � 2S3 ! S4

(3)

pivot eleman 2 ve çarpan 2 dir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

Sonuç; ·Ileri Gauss elemesi:2664
6 �2 2 4
0 �4 2 2
0 0 2 �5
0 0 0 �3

3775
2664
x1
x2
x3
x4

3775 =
2664
12
10
�9
�3

3775 (4)

Dördüncü sat¬rdan başlay¬p, geriye do¼gru giderek kolayca çözersek; Geri
Gauss yerleştirmesi:

x =

2664
1
�3
�2
1

3775
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

Sistemi dönüştürmede kullan¬lan çarpanlar bir L = (`ij ) birim alt üçgensel
matriste gösterilebilir:

L =

2664
1 0 0 0
2 1 0 0
1
2 3 1 0
�1 � 12 2 1

3775 (5)

7!Birinci kolonu s¬f¬rlayan çarpanlar 2, 1/2,�1
7!·Ikinci kolonu s¬f¬rlayan çarpanlar 3,�1/2
7!Üçüncü kolonu s¬f¬rlayan çarpanlar 2.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Basit Gauss Elemesi

Son sistemin katsay¬matrisi bir üst üçgensel U = (uij ) matrisi

U =

2664
6 �2 2 4
0 �4 2 2
0 0 2 �5
0 0 0 �3

3775 (6)

Orjinal sistemin katsay¬matrisi A olmak üzere, bu iki matris A n¬n
LU-ayr¬̧s¬m¬n¬verir. Böylece,2664

6 �2 2 4
12 �8 6 10
3 �13 9 3
�6 4 1 �18

3775 =
2664

1 0 0 0
2 1 0 0
1
2 3 1 0
�1 � 12 2 1

3775
2664
6 �2 2 4
0 �4 2 2
0 0 2 �5
0 0 0 �3

3775
(7)
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

Pivotlama

Gauss algoritmas¬aii = 0 (veya çok küçük iken) çal¬̧smaz:�
0 1
1 1

� �
x1
x2

�
=

�
1
2

�
olup, algoritman¬n basit hali burada işlemez, çünkü ikinci denklemde
x1 in katsay¬s¬n¬0 yapmak için birinci denklemin bir kat¬n¬ikinci
denkleme eklemenin hiçbir yolu yoktur. (Bkz. Problem 4.2.7, s. 159.)

ε nun 0 dan farkl¬küçük bir say¬oldu¼gu aşa¼g¬daki sistemde de ayn¬
zorluk devam eder. �

ε 1
1 1

� �
x1
x2

�
=

�
1
2

�
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� �
x1
x2

�
=

�
1
2
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�
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�
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

Gauss algoritmas¬uyguland¬¼g¬nda�
ε 1
0 1� ε�1

� �
x1
x2

�
=

�
1

2� ε�1

�
üst üçgensel sistemini üretecektir. Bunun (bilgisayar) çözümü ise�

x2 = (2� ε�1)/(1� ε�1) � 1
x1 = (1� x2)ε�1 � 0

olur. E¼ger ε yeterince küçük ise, bilgisayarda 2� ε�1 say¬s¬�ε�1 ile ayn¬de¼ger
olarak hesaplanacakt¬r. Benzer şekilde 1� ε�1 böleni de �ε�1 ile ayn¬de¼geri
üretir. Böylece, x2 nin de¼geri 1 olarak ve x1 de 0 olarak hesaplanacakt¬r. Halbuki
gerçek çözüm �

x1 = 1/(1� ε) � 1
x2 = (1� 2ε)/(1� ε) � 1

oldu¼gundan, hesaplanm¬̧s çözüm x2 için duyarl¬d¬r, fakat x1 için oldukça
duyars¬zd¬r!
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

ε yeterince küçük iken, bilgisayarda 2� ε�1 hesab¬neden �ε�1 ile ayn¬
olan makine say¬s¬n¬üretmektedir? Bunun nedeni, bilgisayarda ç¬karma
işlemi yap¬lmadan önce 2 nin ve ε�1 in, kayan-nokta formundaki üsler ayn¬
olacak şekilde taban nokta kayd¬rmas¬yap¬ld¬¼g¬ndand¬r. E¼ger bu kayd¬rma
yeterince büyük ise, 2 nin mantissas¬0 olacakt¬r. Örne¼gin Teorik Marc-32
bilgisayar¬na benzer bir yedi-nokta desimal makinede, ε = 10�8 için,
ε�1 = 0.1000000� 109 ve 2 = 0.2000000� 101 e sahip oluruz. 2 yi 9
üssüne göre tekrar yazarsak 2 = 0.000000002� 109 ve
2� ε�1 = �0.099999998� 109, ve böylece makine kayd¬nda
2� ε�1 = �0.1000000� 109 = �ε�1 elde ederiz.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 6 7�! L·INEER S·ISTEMLER·IN ÇÖZÜMÜ 11 / 22



3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

Problemi yaratan asl¬nda a11 katsay¬s¬n¬n küçüklü¼gü de¼gil, asl¬nda ayn¬
sat¬rdaki di¼ger katsay¬lara göre a11 in ba¼g¬l küçüklü¼güdür. Gerçekten�

1 ε�1

1 1

� �
x1
x2

�
=

�
ε�1

2

�
Basit Gauss algoritmas¬�

1 ε�1

0 1� ε�1

� �
x1
x2

�
=

�
ε�1

2� ε�1

�
sonucunu verir. Bunun çözümü�

x2 = (2� ε�1)/(1� ε�1) � 1
x1 = ε�1 � ε�1x2 � 0

d¬r. Tekrar, küçük ε lar için x2, 1 olarak ve x1 de 0 olarak hesaplan¬r ki, bu
önce oldu¼gu gibi hatal¬d¬r!
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

Bu örneklerdeki zorluklar, denklemlerin s¬ras¬n¬de¼giştirmekle ortadan
kalkar: �

1 1
ε 1

� �
x1
x2

�
=

�
2
1

�
Gauss elemesi uyguland¬¼g¬nda�

1 1
0 1� ε

� �
x1
x2

�
=

�
2

1� 2ε

�
elde edilir. Böylece, çözüm�

x2 = (1� 2ε)/(1� ε) � 1
x1 = 2� x2 � 1
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Pivotlama

Sonuç; iyi bir algoritman¬n, ortam¬n gerektirdi¼gi durumlarda sistemdeki
denklemlerin yerlerini de¼giştirecek yap¬da düzenlenme zorunlulu¼gunu
taş¬mas¬d¬r. Bunun için mant¬ksal anlamda, pivot sat¬rlar¬seçiyoruz.
Sat¬rlar¬1, 2, ..., n� 1 pivot s¬ras¬na göre kullanmak yerine, p1, p2, ..., pn�1
s¬ras¬yla kullanaca¼g¬m¬z¬kabul edelim. Bu durumda, ilk ad¬mda p1-inci
sat¬r¬n bir kat¬di¼ger sat¬rlardan ç¬kar¬lacakt¬r. (p1, p2, ..., pn), (1, 2, ..., n)
nin bir permütasyonu olacak şekilde pn girdisini sunarsak, pn bir pivot
sat¬r¬olmayacakt¬r, fakat p1-inci sat¬r¬n katlar¬n¬n p2, p3, ..., pn. sat¬rlardan
ç¬kar¬laca¼g¬n¬söyleyebiliriz. ·Ikinci ad¬mda p2-inci sat¬r¬n katlar¬
p3, p4, ..., pn. sat¬rlardan ç¬kar¬lacak ve bu şekilde devam edecektir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Ax = b

sistemini çözmek için ölçekli sat¬r pivotlu Gauss elemesi algoritmas¬iki
k¬s¬m içermektedir: Bir ayr¬̧st¬rma evresi (ileri-yönde eleme de denir) ve
(güncelleme ve geri-yönde yerleştirme yi içeren) bir çözüm evresi.

Ayr¬̧st¬rma evresi sadece A ya uygulan¬r ve permütasyon dizisi p den
üretilen matris P olmak üzere, PA n¬n LU ayr¬̧s¬m¬n¬oluşturmak için
tasarlan¬r. (PA, A n¬n sat¬rlar¬n¬n yeniden s¬ralanmas¬yla elde edilir.)
Düzenlenmiş lineer sistem

PAx = Pb

dir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

PA = LU ayr¬̧s¬m¬, aşa¼g¬da aç¬klanacak olan de¼giştirilmiş Gauss
elemesinden elde edilir. Çözüm aşamas¬nda Lz = Pb ve Ux = z
denklemlerini göz önüne almaktay¬z. Önce, b sa¼g taraf¬P ye göre yeniden
düzenlenir ve sonuç tekrar b ye yüklenir; yani b  L�1b al¬n¬r. L birim alt
üçgensel oldu¼gundan, bu işlemler ileri-yönde yerleştirmeyi tamamlam¬̧s
olur. Bu sürece b yi yenileme denir. Daha sonra, Ux = b den
xn, xn�1, ..., x1 i çözmek için, geri-yönde yerleştirme yap¬l¬r.
Ayr¬̧st¬rma evresine, herbir sat¬r¬n ölçe¼gini hesaplayarak başlar¬z.

si = max
1�j�n

fjai1j , jai2j , ..., jain jg (1 � i � n)

Bu de¼gerler algoritmada bir s dizisine kaydedilir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Ayr¬̧st¬rma evresine başlarken; jai1j /si nin en büyük oldu¼gu sat¬r¬pivot sat¬r¬
olarak seçeriz.
Seçilen indis p1 ile gösterilir ve permütasyon dizisinin ilk eleman¬olur. Bu
durumda, 1 � i � n için jap11j /sp1 � jai1j /si dir.
p1 belirlendikten sonra, A n¬n ilk kolonunda s¬f¬rlar¬üretmek üzere, p1-inci sat¬r¬n
uygun katlar¬di¼ger sat¬rlardan ç¬kar¬l¬r. Kuşkusuz, p1-inci sat¬r ayr¬̧st¬rma
sürecinin sonraki aşamalar¬nda de¼gişmez kalacakt¬r.
Oluşturulan pi indislerini kay¬t alt¬nda tutmak için, (p1, p2, ..., pn) s¬ralama
vektörünü (1, 2, ..., n) olarak başlat¬yoruz. Daha sonra

��apj1�� /spj nin en büyük
oldu¼gu j indisini seçip, p s¬ralama dizisinde p1 ve pj nin yerlerini de¼giştiriyoruz.
·Ilk eleme aşamas¬, 2 � i � n için p1-inci sat¬r¬n (api1/ap11) kat¬n¬pi -yinci
sat¬rlardan ç¬karma işlemlerini içerecektir.
Genel süreci aç¬klamak için, k-y¬nc¬kolonda s¬f¬rlar oluşturmaya haz¬rland¬¼g¬m¬z¬
farzedelim. En büyük de¼geri bulmak için japi k j /spi (k � i � n) say¬lar¬n¬
tar¬yoruz. E¼ger, j bu oranlar¬n en büyük oldu¼gu ilk indis ise, bu durumda p
dizisinde pk ile pj nin yerini de¼giştirip, daha sonra pk -y¬nc¬sat¬r¬n (api k/apk k )
kat¬n¬k + 1 � i � n için pi -yinci sat¬rlardan ç¬kar¬r¬z.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Şimdi bu sürecin nas¬l çal¬̧st¬¼g¬n¬

A =

24 2 3 �6
1 �6 8
3 �2 1

35
1.pivot ���

s =

24 6
8
3

35
matrisinde gösterelim. Başlang¬çta p = (1, 2, 3) ve s = (6, 8, 3) olur. ·Ilk
pivot sat¬r¬seçmek için f2/6, 1/8, 3/3g oranlar¬na bak¬yoruz. En büyük
oran j = 3 e karş¬l¬k geldi¼ginden, 3. sat¬r ilk pivot sat¬r al¬n¬r. O halde, p1
ile p3 ü yer de¼giştirip, p = (3, 2, 1) elde ederiz. Şimdi ilk kolonda s¬f¬rlar¬
elde etmek için, 3. sat¬r¬n katlar¬1. ve 2. sat¬rlardan ç¬kar¬l¬r.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Sonuç:

A =

26664
2
3

13
3 � 203

1
3 � 163

23
3

3 �2 1

37775
2.pivot ���

s =

2664
6

8

3

3775
a11 ve a21 deki kutulanm¬̧s girdiler çarpanlard¬r.
·Ikinci ad¬mda, pivot sat¬r¬n seçimi jap22j /sp2 ve jap32j /sp3 oranlar¬na
bak¬larak yap¬l¬r. ·Ilk oran (16/3)/8 ve ikincisi (13/3)/6 d¬r. O halde
j = 3 olup, p2 ve p3 yer de¼giştirilerek, p = (3, 1, 2); p2-inci (1.) sat¬r¬n
�16
3

3
13 = �

16
13 kat¬p3-üncü (2.) den ç¬kar¬l¬r.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Sonuç: p = (3, 1, 2) ve

A =

26664
2
3

13
3 � 203

1
3 � 1613 � 7

13

3 �2 1

37775
Son çarpan a22 ye yerleştirilir.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

E¼ger orjinal A matrisinin sat¬rlar¬p s¬ralama dizisinin son haline göre yer
de¼giştirirse, bu durumda A n¬n bir LU-ayr¬̧s¬m¬n¬elde etmiş olmal¬y¬z. Bu
durumda

PA =

264 1 0 0
2
3 1 0
1
3 �

16
13 1

375
264 3 �2 1

0 13
3 � 203

0 0 � 73

375 =
24 3 �2 1
2 3 �6
1 �6 8

35
olup, burada

P =

24 0 0 1
1 0 0
0 1 0

35 A =

24 2 3 �6
1 �6 8
3 �2 1

35

Permütasyon matrisi P, s¬ralama dizisi p den (P)ij = δpi ,j ile elde edilir.
Di¼ger bir deyişle P, I birim matrisinin sat¬rlar¬n¬n p deki girdilere göre
s¬ralanmas¬ndan oluşur.
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3. Pivotlama ve Algoritma Oluşturma Ölçekli Sat¬r Pivotlu Gauss Elemesi

Teorem (PA = LU ile Çözüm)

E¼ger PA = LU ayr¬̧s¬m¬ölçekli sat¬r pivotlu Gauss algoritmas¬ile üretilirse,
bu durumda Ax = b nin çözümü, önce Lz = Pb ve sonra da Ux = z
çözülerek elde edilir. Benzer şekilde, yTA = cT un çözümü, önce
UT z = c ve sonra LTPy = z çözülerek elde edilir.

·Ispat

Problem 4.3.47 (s.185)
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