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Lineer Programlama

Lineer programlama terimi bir bilgisayar programlamas¬n¬de¼gil, ticari
veya ekonomik kurum planlamas¬n¬kastetmektedir. ·Ifadeye aç¬k ve teknik
bir anlam yüklenmektedir: Anlam¬, Rn de bir konveks çokyüzlü küme
üzerinden n reel de¼gişkenli bir lineer fonksiyonun maksimumunu bulmakt¬r.
Böyle bir problem için aşa¼g¬daki standart formu kullanaca¼g¬z.
(E¼ger bir lineer uzay¬n bir K alt kümesindeki herhangi iki noktay¬
birleştiren do¼gru parças¬tamamen K içinde kal¬yorsa, K ya konveks denir.)
Yüksek h¬zlara sahip digital bilgisayar¬n geliştirilmesi, karar verme biliminin
gelişmesinde ayr¬ca önemli bir rol oynam¬̧s olup, ayn¬zamanda uygulamal¬
matematikte de bir devrim yaratm¬̧st¬r. Karar verme problemlerinin
formülasyonu için temel yaklaş¬mda, en iyi ya da optimal karar kavram¬n¬n
oluşmas¬do¼gald¬r. Bu tür bir yaklaş¬mda, performans veya bir karar¬n
de¼gerini özetleyen tek bir reel nicelik, de¼gişik alternati�er içinden
yal¬t¬larak, duruma göre ya minimize ya da maksimize yani optimize edilir.
Ortaya ç¬kan optimal karar, karar verme probleminin çözümü olarak al¬n¬r.
Aşa¼g¬daki problem bu türden bir probleme örnektir.
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Lineer Programlama

Örnek

Bir üreticinin ham madde envanterini göz önüne alal¬m. Üretici, ham
maddelerden n farkl¬tip ürün elde edebilen üretici araca sahip olsun. Üreticinin
problemi, kazanc¬n¬maksimum yapacak şekilde, ham maddelerini olas¬ürünlerine
göre ayarlamas¬d¬r. Problemin ideal şekliyle, üretim ve kazanç modelinin lineer
oldu¼gunu kabul edelim. Her bir j ürününün birim sat¬̧s �at¬cj , j = 1, 2, ...n
olsun. E¼ger xj , j ürününün üretilecek miktar¬n¬, bi , halihaz¬rdaki i ham
maddesinin miktar¬n¬, ve aij , bir birim j ürünündeki i maddesinin miktar¬n¬
gösterirse bu durumda üretici, ham maddelerin miktar¬üzerindeki üretim
k¬s¬tlar¬ x1 � 0, x2 � 0, ..., xn � 0 ve

a11x1 + a12x2 + ...+ a1nxn � b1
a21x1 + a22x2 + ...+ a2nxn � b2

...

am1x1 + am2x2 + ...+ amnxn � bm

üzerinden c1x1 + c2x2 + ...cnxn toplam kazanc¬n¬maksimum yapmakt¬r.
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Lineer Programlama

LP PROBLEM·I 1 Lineer Programlama Problemi: ·Ilk Standart Form
c 2 Rn, b 2 Rm ve A 2 Rm�n olsun. x 2 Rn, Ax � b, ve x � 0
k¬s¬tlalar¬alt¬nda cT x in maksimum de¼gerini bulunuz.

x = (x1, x2, ..., xn)T ise, bu durumda x � 0 vektör eşitsizli¼ginin anlam¬n¬n,
her i 2 f1, 2, ..., ng için xi � 0 oldu¼gunu hat¬rlatal¬m. Benzer şekilde,

Ax � b

eşitsizli¼ginin anlam¬;

her i 2 f1, 2, ..., ng için
n

∑
j=1

aijxj � bi

olmas¬demektir.
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Lineer Programlama

Şimdi, ortak olarak kullan¬lan baz¬terminolojiden bahsedelim.
Problemimizin uygun kümesi

K = fx 2 Rn : Ax � b, x � 0g

kümesidir. Problemin de¼geri

v = sup
n
cT x : x 2 K

o
say¬s¬d¬r. Bir uygun nokta K n¬n herhangi bir eleman¬d¬r. Bir çözüm veya
bir optimal uygun nokta cT x = v olacak şekildeki herhangi bir x 2 K
noktas¬d¬r. x 7�! cT x = ∑n

j=1 cjxj fonksiyonu amaç (objektif)
fonksiyonudur. Problemi A, b, ve c verileri ile tam olarak belirlendi¼ginden
dolay¬, onu (A, b, c) lineer programlama problemi olarak ifade ediyoruz.
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Problemi Dönüştürme Teknikleri

De¼gişkenleri lineer eşitsizlik k¬s¬tlar¬olan bir lineer fonksiyonun
optimizasyonunu içeren hemen hemen bütün problemler, lineer
programlama format¬ile verilebilir. Bunun için ço¼gu zaman aşa¼g¬daki
�kirlerden bir veya birkaç¬na gereksinim vard¬r:

1. E¼ger cT x i minimum yapmak istiyorsak, bu �cT x i maksimum
yapmak ile ayn¬d¬r.

2. aT x � β formundaki herhangi bir k¬s¬t, �aT x � �β ya denktir.
3. aT x = β formundaki herhangi bir k¬s¬t, aT x � β ve �aT x � �β ya
denktir.

4.
��aT x �� � β formundaki herhangi bir k¬s¬t, aT x � β ve �aT x � β ya
denktir.

5. E¼ger amaç fonksiyonu art¬bir sabiti içeriyorsa, bu sabitin çözümde
hiçbir etkisi yoktur. Böylece, cT x + β n¬n maksimumu, cT x in
maksimumu ile ayn¬noktada oluşur.

6. E¼ger verilen bir problem bir xj de¼gişkeninin negatif olmama koşuluna
gereksinim duymuyorsa, xj yi xj = uj � vj şeklinde negatif olmayan iki
de¼gişkenin fark¬olarak ifade edebiliriz.
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Problemi Dönüştürme Teknikleri

Örnek
Bu problemi standart formda bir lineer programlama problemine
dönüştürünüz:

Minimum: 7x1 � x2 + x3 � 4

K¬s¬tlar:

8>><>>:
x1 + x2 � x3 � 2
3x1 + 4x2 + x3 = 6
jx1 � 2x2 + 3x3j � 5
x1 � 0, x2 � 0
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Problemi Dönüştürme Teknikleri

Çözüm

u1 = x1, u2 = �x2 ve u3 � u4 = x3 alal¬m. Böylece

Maksimum: �7u1 � u2 � u3 + u4

K¬s¬tlar:

8>>>>>><>>>>>>:

�u1 + u2 + u3 � u4 � �2
3u1 � 4u2 + u3 � u4 � 6
�3u1 + 4u2 � u3 + u4 � �6
u1 + 2u2 + 3u3 � 3u4 � 5
�u1 � 2u2 � 3u3 + 3u4 � 5
u1 � 0, u2 � 0, u3 � 0, u4 � 0

elde ederiz.
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Dual Problem

Herhangi bir (A, b, c) lineer programlama problemi ile (�AT , � c , �b)
şeklinde bir başka problemi ilişkilendirilebiliriz. Bu probleme orijinal
problemin duali denir. Örne¼gin,

Maksimum: 3x1 � 2x2

K¬s¬tlar :

8>><>>:
7x1 + x2 � 18

�3x1 + 5x2 � 25
6x1 � x2 � 13
x1 � 0, x2 � 0

probleminin duali

Maksimum: �18y1 � 25y2 � 13y3

K¬s¬tlar :

8<:
�7y1 + 3y2 � 6y3 � �3

�y1 � 5y2 + y3 � 2
y1 � 0, y2 � 0, y3 � 0
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Dual Problem

Teorem (·Ilk Lineer Programlama ve Dual Problem Teoremi)

E¼ger x, bir (A, b, c) lineer programlama problemi için bir uygun nokta, ve
y de (�AT ,�c , �b) dual problemi için bir uygun nokta ise, bu durumda

cT x � yTAx � bT y

dir. E¼ger burada eşitlik oluşursa, bu durumda x ve y karş¬l¬k gelen
problemlerin çözümleridir.
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Dual Problem

·Ispat

x ve y noktalar¬

x � 0, Ax � b, y � 0, � AT y � �c

eşitsizliklerini sa¼glarlar. Buradan,

cT x � (AT y)T x = yTAx � yT b = bT y

elde ederiz. Böylece iki problemde v1 ve v2 de¼gerleri

cT x � v1 � bT y
�bT y � v2 � �cT x

eşitsizliklerini sa¼glamak zorundad¬rlar. E¼ger, cT x = bT y ise
cT x = v1 = bT y = �v2 oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Dual Problem

Teorem (·Ikinci Lineer Programlama ve Dual Problem Teoremi)

E¼ger bir lineer programlama problemi ve duali uygun noktalara sahipseler,
bu durumda her iki problem de, biri di¼gerinin negati� olan çözüme sahiptir.

Teorem (Üçüncü Lineer Programlama ve Dual Problem Teoremi)

Bir lineer programlama problemi ya da duali e¼ger bir çözüme sahipse, bu
durumda di¼geri de bir çözüme sahiptir.

Teorem (Uygun Noktalar)

x ve y, s¬ras¬ile, bir lineer programlama problemi ve duali için uygun
noktalar olsunlar. Bu noktalar karş¬l¬k gelen problemlerinin çözümleridir
ancak ve ancak yi > 0 olacak şekildeki her i indisi için (Ax)i = bi , ve
xi > 0 olacak şekildeki her i indisi için (AT y)i = ci dir.
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