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Simpleks Algoritmas¬

Standart teknikler anlam¬nda bir lineer programlama problemi
aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir:

LP PROBLEM·I 2 Lineer Programlama Problemi: ·Ikinci Standart
Form
x 2 Rn, c 2 Rn, b 2 Rm ve A 2 Rm�n olmak üzere, Ax = b, ve x � 0
k¬s¬tlar¬alt¬nda cT x in maksimum de¼gerini bulunuz.

Di¼ger formlarda verilen bir LP problemi bu forma dönüştürülebilir.

Şimdi bu problemin çözümünü Simpleks algoritmas¬ad¬verilen bir
teknikle, bir örnek üzerinde uygulayarak aç¬klayal¬m:
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Simpleks Algoritmas¬

Simpleks algoritmas¬n¬n pratik kullan¬m¬s¬kl¬kla, verilerin belli kurallara
göre ard¬̧s¬k ad¬mlarla düzenlen bir tablo üzerinde sergilenmesiyle
gerçeklenir.

Maksimum: F (x) = 6x1 + 14x2

K¬s¬tlar :

8>><>>:
2x1 + x2 � 12
2x1 + 3x2 � 15
x1 + 7x2 � 21
x1 � 0, x2 � 0
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Simpleks Algoritmas¬

Simpleks algoritmas¬n¬haz¬rlarken, yapay de¼gişkenler üreterek, problemi
aşa¼g¬daki gibi yazal¬m:

Maksimum: F (x) = 6x1 + 14x2 + 0x3 + 0x4 + 0x5

K¬s¬tlar :

8>>>>><>>>>>:

2x1 + x2 + x3 = 12

2x1 + 3x2 + x4 = 15

x1 + 7x2 + x5 = 21

x1 � 0, x2 � 0, x3 � 0, x4 � 0, x5 � 0
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Simpleks Algoritmas¬

Böylece

Maksimum: F (x) = (6, 14, 0, 0, 0)T x

K¬s¬tlar :

8>>><>>>:
24 2 1 1 0 0
2 3 0 1 0
1 7 0 0 1

35 x =
24 12
15
21

35
x = (x1, x2, x3, x4, x5)T � 0

yazar¬z. ·Ilk vektörümüz x = (0, 0, 12, 15, 21)T olacakt¬r.
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Simpleks Algoritmas¬

Bu verilerin tümü ilk tablo üzerinde özetlenir:

6 14 0 0 0 0
2 1 1 0 0 12
2 3 0 1 0 15
1 7 0 0 1 21
0 0 12 15 21

Simpleks yönteminin her ad¬m¬bir tablo ile başlar. En üst sat¬r F objektif
fonksiyonuna ait olan katsay¬lar¬içermektedir. F (x) = cT x in o anki de¼geri
sa¼g üst köşede gösterilmektedir. Tablodaki sonraki m sat¬r, eşitlik k¬s¬tlar¬n¬
oluşturan denklem sistemini temsil etmektedir. Sistemin çözüm kümesini
de¼giştirmeden, bu sisteme elemanter sat¬r operasyonlar¬uygulanabilece¼gini
hat¬rlayal¬m. Tablonun son sat¬r¬, o anki x-vektörünü içerir.
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Simpleks Algoritmas¬

Dikkat edilirse, en üst ve en alt sat¬r kullan¬larak, F (x) = cT x de¼geri
kolayl¬kla hesaplanabilir.
Son tablo aşa¼g¬daki genel forma sahiptir:

cT 0 F (x)
A I b

x (temel olmayan) x (temel)

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 7 7�! Lineer Programlama 7 / 32



Simpleks Algoritmas¬

Tablo Kurallar¬
Simpleks yönteminde ortaya ç¬kan herbir tablo şu beş kural¬sa¼glamak
zorundad¬r:

1. x vektörü mutlaka Ax = b eşitlik k¬s¬tlar¬n¬sa¼glamal¬d¬r.

2. x vektörü mutlaka x � 0 eşitsizli¼gini sa¼glamal¬d¬r.
3. x in (temel olmayan de¼gişkenlere ayr¬lan ) 0 de¼gerini alan n bileşeni
vard¬r. Geriye kalan m bileşen genellikle s¬f¬rdan farkl¬d¬r ve temel
de¼gişkenlere ayr¬lm¬̧st¬r. (Burada n ve m, yapay de¼gişkenler
sunulmadan önceki orjinal problemle ilgili de¼gerlere karş¬l¬k
gelmektedir.)

4. K¬s¬tlar¬tan¬mlayan matristeki herbir temel de¼gişken sadece bir sat¬rda
yer al¬r.

5. Amaç fonksiyonu F temel olmayan de¼gişkenler cinsinden ifade edilmek
zorundad¬r.
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Simpleks Algoritmas¬

Örne¼gin ilk tablosunda temel de¼gişkenler x3, x4 ve x5 dir. Temel olmayan
de¼gişkenler ise x1 ve x2 dir. Bu tablo için beş kural¬n da do¼gru oldu¼gunu
hemen görebiliriz. Her bir ad¬mda, temel olmayan bir de¼gişkenin bir temel
de¼gişken olmas¬na izin verilerek, F (x) in de¼gerinin art¬p artmayaca¼g¬n¬
görmek için tablo incelenir. Örne¼gimizde (x3, x4, x5 i uygun şekilde
ayarlayarak) x1 veya x2 nin art¬r¬lmas¬na izin verirsek, F (x) in de¼gerinin
gerçekten artaca¼g¬görülmektedir. F deki 14 katsay¬s¬6 katsay¬s¬ndan daha
büyük oldu¼gundan dolay¬x2 deki birim art¬̧s, F (x) de¼gerini x1 deki birim
art¬̧stan daha fazla art¬racakt¬r. O halde, x1 i 0 da sabit tutup, x2 de¼gerinin
mümkün oldu¼gunca fazla artmas¬na izin verece¼giz. Aşa¼g¬daki k¬s¬tlar
uygulan¬r:

0 � x3 = 12� x2
0 � x4 = 15� 3x2
0 � x5 = 21� 7x2

Bu k¬s¬tlar bize
x2 � 12 x2 � 5 x2 � 3

oldu¼gunu söyler.
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Simpleks Algoritmas¬

Bunlar¬n en dar¬x2 � 3 eşitsizli¼gi olup, böylece x2 nin 3 e yükselmesine
izin verece¼giz. x3, x4 ve x5 in yeni de¼gerleri verilen üç k¬s¬ttan elde edilir.
Böylece yeni x-vektörümüz

x =
�
0 3 9 6 0

�T
olur. Yeni temel de¼gişkenler x2, x3 ve x4 olup, o halde şimdi bir sonraki
tabloyu verilen beş kurala göre belirlemek zorunday¬z. Kural 5 i sa¼glamak
için, x2 = (21� x5)/7 oldu¼guna dikkat edelim. Bu F de yerine
yaz¬ld¬¼g¬nda, yeni amaç fonksiyonunu buluruz:

F (x) = 6x1 + 14x2
= 6x1 + 14(21� x5)/7 = 6x1 � 2x5 + 42
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Simpleks Algoritmas¬

Kural 4 ü sa¼glamak için, 7 yi pivot eleman alarak, Gauss elemesi ad¬mlar¬n¬
(temel sat¬r operasyonlar¬n¬) uygular¬z. Bunun amac¬x2 yi bir denklem
hariç tüm tüm denklemlerden yok etmektir. Tüm bu işlemler yap¬ld¬ktan
sonra, Ad¬m 1 biter ve Ad¬m 2,

6 0 0 0 �2 42
13
7 0 1 0 � 1

7 9
11
7 0 0 1 � 3

7 6
1 7 0 0 1 21
0 3 9 6 0

olan ikinci tablo ile başlam¬̧s olur.
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Simpleks Algoritmas¬

Şimdi bize sunulan durum başlang¬çtaki duruma benzerdir. Temel olmayan
de¼gişkenler x1 ve x5 dir. x5 deki herhangi bir art¬̧s F yi küçültece¼ginden
dolay¬, şimdi x1 in bir temel de¼gişken olmas¬na izin verece¼giz. O halde, x5 i
0 da sabit tutup, x1 in mümkün oldu¼gunca büyük olmas¬n¬sa¼glayal¬m.
Aşa¼g¬daki k¬s¬tlar oluşur:

0 � x3 = 9� (13/7)x1
0 � x4 = 6� (11/7)x1
0 � 7x2 = 21� x1

Bunlar¬n sonucu ise

x1 � 63/13 x1 � 42/11 x1 � 21

dir.
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Simpleks Algoritmas¬

Yeni temel de¼gişken x1 in sadece 42/12 ye yükselmesine izin verilir ve
x3, x4 ve x2 de¼gerleri tablodan ya da yukar¬daki k¬s¬t eşitsizliklerinden
hemen hesaplan¬r. Yeni x-vektörü

x =
�
42/11 27/11 21/2 0 0

�T
Temel olmayan de¼gişkenler, şimdi x4 ve x5 dir. Kural 5 i sa¼glamak için
x1 = (7/11)(6� x4) yerleştirmesini yapal¬m. Böylece,

F (x) = 6x1 � 2x5 + 42
= (42/11)(6� x4)� 2x5 + 42
= �(42/11)x4 � 2x5 + 714/11

Üçüncü tabloyu tamamlamak gerksizdir, çünkü F deki her iki katsay¬da
negatiftir. Bu son x de¼gerinin çözüm oldu¼gunu belirtmektedir, çünkü
temel olmayan x4 ve x5 de¼gişkenlerinden hiç biri F (x) küçülmeden temel
de¼gişken haline dönüşemez. O halde, orjinal problemde maksimum de¼ger
F (42/11, 27/11) = 630/11 olur.
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Simpleks Algoritmas¬

Bu örne¼gi ve yap¬lan aç¬klamalar¬temel alarak, verilen herhangi bir tabloda
yap¬lmas¬gerekenleri şu şekilde özetleyebiliriz:

1. E¼ger o anki F deki bütün katsay¬lar (yani, tablodaki en üst sat¬r¬n sol
taraf¬) � 0 ise o anki x çözümdür.

2. F deki katsay¬s¬pozitif ve mümkün oldu¼gunca büyük olan temel
olmayan de¼gişkeni seçiniz. Bu de¼gişken yeni temel de¼gişken olur. Ona
xj diyelim.

3. Her bir bi yi bulundu¼gu sat¬rdaki yeni temel de¼gişkenin aij katsay¬s¬ile
bölünüz. Yeni temel de¼gişkene atanan de¼ger bu oranlar¬n en
küçü¼güdür. Böylece e¼ger bk/akj en küçük de¼ger ise xj = bk/akj
alal¬m.

4. akj pivot eleman¬n¬kullanarak, Gauss eliminasyon ile A n¬n j yinci
kolonunda 0 lar oluşturunuz.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 7 7�! Lineer Programlama 14 / 32



Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

Örnek
Bir oyuncak şirketi askerler ve trenler olmak üzere iki tip tahta oyuncak
üretiyor. 27 dolara sat¬lan bir oyuncak asker için 10$ de¼gerinde ham
madde kullan¬l¬yor. Üretilen her oyuncak asker şirketin işçilik de¼gişkenini
artt¬r¬p, maliyete ilave olarak 14$ ekliyor. 21$�a sat¬lan bir oyuncak tren
için 9$ de¼gerinde ham madde kullan¬l¬yor. Yap¬lan her oyuncak tren
şirketin işçilik de¼gişkenini art¬r¬p, maliyete ilave olarak 10$ ekliyor. Tahta
askerlerin ve trenlerin üretiminde marangozluk ve cilalama olmak üzere iki
tip işçili¼ge gereksinim duyuluyor. Bir askerin üretimi için 2 saat cilalama ve
1 saat marangozluk gerekmektedir. Bir trenin yap¬m¬nda ise 1 saat
cilalama ve 1 saat marangozluk gerekiyor. Şirket haftal¬k ihtiyac¬olan ham
maddeleri bulabildi¼gi halde ancak 100 saat cilalama ve 80 saat
marangozluk yapabiliyor. Trenler için talep s¬n¬rs¬z oldu¼gu halde haftada en
fazla 40 asker sat¬l¬yor. Şirketin haftal¬k kar¬n¬(gelirler � giderler)
maksimum yapmak için bir matematiksel model kurunuz.
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Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

Çözüm.
Karar De¼gişkenleri : Lineer programlama modelinde karar de¼gişkenleri,
üzerinde karar verilmesi gereken iki veya daha fazla say¬daki faaliyeti ifade
eder. Aç¬k olarak, şirket her hafta kaç tane oyuncak asker ve trenin
üretilece¼gine karar vermelidir. Bu düşünceyle,

x1 : haftal¬k üretilen asker say¬s¬

x2 : haftal¬k üretilen tren say¬s¬

olarak tan¬mlans¬n.

Objektif (Amaç) Fonksiyonu : Herhangi bir lineer programlama
probleminde, karar verici, karar de¼gişkenlerinin bir fonksiyonunu (genellikle
gelir veya kâr¬) maksimum veya (genellikle maliyeti) minimum yapmak
ister. Maksimum veya minimum yap¬lmak istenen bu fonksiyona objektif
fonksiyonu denir.
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Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

Şirket problemi için sabit maliyetlerin (kiralama ve sigorta gibi) x1 ve x2
de¼gerlerine ba¼gl¬olmad¬¼g¬n¬kabul edelim. Böylece şirket ,

(Haftal¬k gelir)� (Ham maddenin sat¬n al¬n¬̧s maliyeti)

� (Di¼ger de¼gişken maliyetler)

de¼gerlerini nas¬l maksimum yapaca¼g¬üzerine yo¼gunlaşmal¬d¬r.
Şirketin haftal¬k geliri ve maliyeti x1 ve x2 karar de¼gişkenleri cinsinden ifade
edilebilir. Şirket için sat¬lacak miktardan daha fazla oyuncak asker üretmek
gereksizdir. O halde üretilen bütün oyuncaklar¬n sat¬laca¼g¬n¬kabul edersek,

Haftal¬k gelir = Askerden sa¼glanan haftal¬k kazanç

+Trenden sa¼glanan haftal¬k kazanç

= 27x1 + 21x2

olur. Ayr¬ca,
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Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

Ayr¬ca,

Haftal¬k hammadde maliyeti = 10x1 + 9x2
Di¼ger haftal¬k de¼gişken maliyetler = 14x1 + 10x2

d¬r. Böylece şirket,

27x1 + 21x2 � (10x1 + 9x2)� (14x1 + 10x2) = 3x1 + 2x2

de¼gerini maksimum yapmaya çal¬̧s¬yor. O halde şirket 3x1 + 2x2 ifadesini
maksimum yapacak x1 ve x2 de¼gerlerini bulmal¬d¬r. Böylece matematiksel
olarak, amaç fonksiyonu;

maksimum: z = 3x1 + 2x2

olur.
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Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

K¬s¬tlar : x1 ve x2 artt¬¼g¬sürece şirketin amaç fonksiyonunun de¼geride artar.
Böylece, e¼ger şirket x1 ve x2 de¼gerlerini seçmede özgür olursa bu de¼gerleri
çok yüksek tutarak kâr¬n¬key� bir şekilde büyütebilir. Fakat x1 ve x2
de¼gerleri aşa¼g¬daki üç k¬s¬tlama ile s¬n¬rl¬d¬r.

K¬s¬t 1: Her hafta 100 saatten fazla cilalama yap¬lam¬yor.
K¬s¬t 2: Her hafta 80 saatten fazla marangozluk yap¬lam¬yor.
K¬s¬t 3: S¬n¬rl¬talepten dolay¬, her hafta en fazla 40 oyuncak asker
üretiliyor. O halde K¬s¬tlar :8>><>>:

2x1 + x2 � 100
x1 + x2 � 80
x1 � 40
x1, x2 � 0.

Elde bulunan ham madde miktar¬s¬n¬rs¬z olarak kabul edildi¼ginden bu
konuda k¬s¬tlama yoktur.
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Uygulama Problemleri Fabrika Üretim Programlamas¬(Maksimum problemi)

Böylece optimizasyon problemi:

maksimum : z = 3x1 + 2x2

K¬s¬tlar :

8>><>>:
2x1 + x2 � 100
x1 + x2 � 80
x1 � 40
x1, x2 � 0.

Problem çözüldü¼günde x1 = 20, x2 = 60 ve böylece z = 180 elde ederiz.
Yani şirket haftada 20 oyuncak asker ve 60 oyuncak tren üretirse kâr¬n¬
maksimum yapacakt¬r. Bu durumda haftal¬k kazanç 180 dolar �haftal¬k
sabit giderler olacakt¬r. E¼ger örne¼gin sabit giderleri haftada 100 dolar ise
bu durumda şirketin haftal¬k kazanc¬180-100 = 80 dolar olur.
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Uygulama Problemleri Reklam Giderleri (Minimum Problemi)

Örnek
Bir beyaz eşya �rmas¬ürünlerini orta gelirli ailelere tan¬tmak için televizyon
reklamlar¬na girişimde bulunuyor ve iki tip program içinde 1 dakikal¬k k¬sa
reklamlar sat¬n almay¬düşünüyor: Komedi programlar¬ve futbol maçlar¬.
Televizyondaki her komedi program¬400 bin orta gelirli kad¬n ve 200 bin
orta gelirli erkek taraf¬ndan izleniyor. Televizyondaki her futbol program¬
ise 200 bin orta gelirli kad¬n ve 600 bin orta gelirli erkek taraf¬ndan
izleniyor. Bir komedi program¬içinde yay¬nlanacak 1 dakikal¬k reklam için
5,000 TL, futbol program¬içinde yay¬nlanacak 1 dakikal¬k reklam için ise
10,000 TL lik bir maliyet gerekiyor. Firma, reklamlar¬n en az 2 milyon orta
gelirli kad¬n ve 4 milyon orta gelirli erkek taraf¬ndan görülmesini istiyor.
Firman¬n bu amaç do¼grultusunda reklam giderlerini nas¬l minimum
maliyette tutaca¼g¬na dair bir do¼grusal programlama problemi geliştiriniz.
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Uygulama Problemleri Reklam Giderleri (Minimum Problemi)

Firma komedi programlar¬ve futbol maçlar¬için ne kadar reklam sat¬n
alaca¼g¬na karar vermelidir. O halde karar de¼gişkenleri,

x1 = sat¬n al¬nan 1 dakikal¬k komedi program¬reklam¬say¬s¬

x2 = sat¬n al¬nan 1 dakikal¬k futbol program¬reklam¬say¬s¬

olsun.
K¬s¬t 1: Reklamlar mutlaka en az 2 milyon orta gelirli kad¬na ulaşmal¬.
K¬s¬t 2: Reklamlar mutlaka en az 4 milyon orta gelirli erke¼ge ulaşmal¬.
Optimizasyon problemi z (�bin TL baz¬nda)

minimum : z = 5x1 + 10x2

K¬s¬tlar :

8<:
4x1 + 2x2 � 20
2x1 + 6x2 � 40
x1, x2 � 0

Problem, dual problemine simpleks algoritmas¬uygulanarak çözülürse,
x1 = 2, x2 = 6 ve böylece z = 70 bulunur. Yani, e¼ger �rma 2 dakikal¬k
komedi program¬reklam¬ve 6 dakikal¬k da futbol reklam¬program¬sat¬n
al¬rsa 70 bin TL lik minimum maliyet ile istedi¼gine ulaş¬r.
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Örnek

Bir kişinin tüketti¼gi tüm g¬dalar¬n dört �temel besin grubu�nun (çikolata,
dondurma, kola ve peynirli kek) birinden gelmesi istenmektedir. Kişi, bu
gruplardan kakaolu kek, çikolatal¬dondurma, kola ve ananasl¬-peynirli kek
tüketmek istemektedir. Her bir kakaolu kekin maliyeti 0.8 TL, bir külah
çikolatal¬dondurman¬n maliyeti 0.6 TL, bir şişe kolan¬n maliyeti 0.7 TL ve
ananasl¬-peynirli kekin bir diliminin maliyeti de 1 TL dir. Kişi her gün
mutlaka en az 500 kalori, 40 gr çikolata, 30 gr şeker ve 20 gr ya¼g
tüketecektir. Her g¬dan¬n birim baş¬na düşen besin içeri¼gi aşa¼g¬daki tablo
da gösterilmiştir. Buna göre kişinin günlük besin gereksinimini en az
maliyetle sa¼glayabilece¼gi bir do¼grusal programlama modelini formüle ediniz.
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Kalori
Çikolata
    (gr)

Şeker
  (gr)

Yağ
 (gr)

Kakolu Kek 400 30 20 20

Dondurma (1 Külah) 200 20 20 10

Kola  (1 şişe) 150 0 40 10

Peynirli kek (1 dilim) 500 0 40 15
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Amac¬m¬z diyetin maliyetini minimuma indirmektir. Diyetin toplam
maliyeti aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

(Diyetin toplam maliyeti) = (Kakaolu keklerin maliyeti)

+ (Dondurmalar¬n maliyeti)

+ (Kolan¬n maliyeti)

+ (Peynirli kekin maliyeti).

= 0.8x1 + 0.6x2 + 0.7x3 + x4

Böylece, amaç fonksiyonu

minimum z = 0.8x1 + 0.6x2 + 0.7x3 + x4
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Karar de¼gişkenleri aşa¼g¬daki k¬s¬tlar¬sa¼glamal¬d¬r.

K¬s¬t 1: Al¬nan günlük kalori en az 500 kalori olmal¬d¬r

K¬s¬t 2: Al¬nan günlük çikolata en az 40 gr olmal¬d¬r

K¬s¬t 3: Al¬nan günlük şeker en az 30 gr olmal¬d¬r

K¬s¬t 4: Al¬nan günlük ya¼g en az 20 gr olmal¬d¬r.

K¬s¬t 1 i karar de¼gişkenleri cinsinden ifade etmek istersek;

(Al¬nan günlük kalori) = (Kakaolu kekteki kalori)

+(Çikolatal¬dondurmadaki kalori)

+(Koladaki kalori)

+( Ananasl¬-peynirli kekteki kalori)

olaca¼g¬ndan
400x1 + 200x2 + 150x3 + 500x4 � 500

elde ederiz.
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Benzer şekilde K¬s¬t 2 den,

30x1 + 20x2 � 40,

K¬s¬t 3 den,
20x1 + 20x2 + 40x3 + 40x4 � 30,

ve K¬s¬r 4 den,
20x1 + 10x2 + 10x3 + 15x4 � 20,

elde ederiz.
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)

O halde problem

minimum z = 0.8x1 + 0.6x2 + 0.7x3 + x4

K¬s¬tlar:

8>>>><>>>>:
400x1 + 200x2 + 150x3 + 500x4 � 500

30x1 + 20x2 � 40
20x1 + 20x2 + 40x3 + 40x4 � 30
20x1 + 10x2 + 10x3 + 15x4 � 20

x1,x2,x3,x4 � 0

olur. Bu problemin simpleks algoritmas¬ile çözümü x1 = 1, x2 = 1
2 ,

x3 = 0, x4 = 0, olup, böylece z = 1.1 olarak elde edilir. O halde istenilen
diyet için sadece 1 adet kakaolu kek ve yar¬m külah çikolatal¬dondurma
yenilmelidir. Bu minimum maliyetli (1 TL 10 Kr ) diyetle günlük 400(1) +
200(1/2) = 500 kalori, 30(1)+20(1/2) =40 gr çikolata, 20(1) + 20(1/2)
= 30 gr şeker ve 20(1) + 10(1/2) =15 gr ya¼g al¬nm¬̧s olur.
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)
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Uygulama Problemleri Diyet Problemi (Minimum Problemi)
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