NUMERIK ANALIiZ

Bilimsel Hesaplama Matematigi

Nuri OZALP

Lineer Programlama




Simpleks Algoritmasi

@ Standart teknikler anlaminda bir lineer programlama problemi
asagidaki formda yazilabilir:

LP PROBLEMI 2 Lineer Programlama Problemi: ikinci Standart
Form

xXER" ceER" be R™ve Ac R™" olmak iizere, Ax = b, ve x >0
kisitlari altinda c¢” x in maksimum degerini bulunuz.

@ Diger formlarda verilen bir LP problemi bu forma déniistiiriilebilir.

@ Simdi bu problemin ¢éziimiinii Simpleks algoritmasi adi verilen bir
teknikle, bir 6rnek tizerinde uygulayarak agiklayalim:
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Simpleks algoritmasinin pratik kullanimi siklikla, verilerin belli kurallara
gore ardisik adimlarla diizenlen bir tablo iizerinde sergilenmesiyle

gerceklenir.
Maksimum: F(x) = 6x1 + 14x
2x1 +x <12
] 2x1 +3x <15
Kisitlar i+ T3 < 21
x120, x2>0




Simpleks algoritmasini hazirlarken, yapay degiskenler iireterek, problemi
asagidaki gibi yazalim:

Maksimum: F(x) = 6x1 + 14xp + Ox3 + Ox4 + Oxs
2x1 +x2 +x3 =12
2x1 4+ 3xo + Xz =15

Kisitlar
x1+ 7xo + x5 = 21

x1 >0, x>0 x>0 x>0 x>0




Boylece
Maksimum: F(x) = (6,14,0,0,0) " x
21100 12
2 3010 |x=1|15
Kisitlar 1700 1 21

x = (x1, x2, x3, xa, x5)7 >0

yazariz. Ik vektsriimiiz x = (0,0, 12,15,21) 7 olacaktir.




Simpleks Algoritmasi

Bu verilerin tiimii ilk tablo iizerinde 6zetlenir:

6 14 0 0 0] O
2 1 1 0 0]12
2 3 0 1 0|15
1 7 0 0 1|21
0 0 12 15 21

Simpleks ydnteminin her adimi bir tablo ile baslar. En iist satir F objektif
fonksiyonuna ait olan katsayilari icermektedir. F(x) = c”x in o anki degeri
sag ust kosede gosterilmektedir. Tablodaki sonraki m satir, esitlik kisitlarini
olusturan denklem sistemini temsil etmektedir. Sistemin ¢oziim kiimesini
degistirmeden, bu sisteme elemanter satir operasyonlari uygulanabilecegini
hatirlayalim. Tablonun son satiri, o anki x-vektoriinii icerir.
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Dikkat edilirse, en iist ve en alt satir kullanilarak, F(x) = c"x degeri

kolaylikla hesaplanabilir.
Son tablo asagidaki genel forma sahiptir:

c’ 0 F(x)
A / b
x (temel olmayan) x (temel)
& = =




Simpleks Algoritmasi

Tablo Kurallan
Simpleks ydnteminde ortaya ¢ikan herbir tablo su bes kurali saglamak
zorundadir:

1. x vektdrii mutlaka Ax = b esitlik kisitlarini saglamalidir.
2. x vektorii mutlaka x > 0 esitsizligini saglamalidir.

3. x in (temel olmayan degiskenlere ayrilan ) 0 degerini alan n bileseni
vardir. Geriye kalan m bilesen genellikle sifirdan farkhdir ve temel
degiskenlere ayrilmistir. (Burada n ve m, yapay degiskenler
sunulmadan 6nceki orjinal problemle ilgili degerlere karsilik
gelmektedir.)

4. Kisitlar tanimlayan matristeki herbir temel degisken sadece bir satirda
yer alir.

5. Amac fonksiyonu F temel olmayan degiskenler cinsinden ifade edilmek
zorundadir.
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Simpleks Algoritmasi

Ornegin ilk tablosunda temel degiskenler x3, x; ve x5 dir. Temel olmayan
degiskenler ise x; ve x» dir. Bu tablo icin bes kuralin da dogru oldugunu
hemen gorebiliriz. Her bir adimda, temel olmayan bir degiskenin bir temel
degisken olmasina izin verilerek, F(x) in degerinin artip artmayacagini
gormek icin tablo incelenir. Ornegimizde (x3, x4, x5 i uygun sekilde
ayarlayarak) x; veya xp nin artirilmasina izin verirsek, F(x) in degerinin
gercekten artacagl goriilmektedir. F deki 14 katsayisi 6 katsayisindan daha
biiyiik oldugundan dolayi x, deki birim artis, F(x) degerini x; deki birim
artistan daha fazla artiracaktir. O halde, x; i 0 da sabit tutup, x; degerinin
miimkiin oldugunca fazla artmasina izin verecegiz. Asagidaki kisitlar
uygulanir:

0 < x3=12—x
< X4:15—3X2
< x5=21—7x

Bu kisitlar bize

oldugunu soyler.
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Simpleks Algoritmasi

Bunlarin en darn x» < 3 esitsizligi olup, boylece x» nin 3 e yiikselmesine
izin verecegiz. x3, x4 ve x5 in yeni degerleri verilen ii¢ kisittan elde edilir.
Boylece yeni x-vektoriimiiz

x=[0396 0]

olur. Yeni temel degiskenler xy, x3 ve x4 olup, o halde simdi bir sonraki
tabloyu verilen bes kurala gére belirlemek zorundayiz. Kural 5 i saglamak
icin, xp = (21 — x5) /7 olduguna dikkat edelim. Bu F de yerine
yazildiginda, yeni amac fonksiyonunu buluruz:

F(x) = 6x1+ 14x
= 6X1—|—14(21—X5)/7:6X1—2X5—|—42
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Kural 4 i saglamak icin, 7 yi pivot eleman alarak, Gauss elemesi adimlarini
(temel satir operasyonlarini) uygulariz. Bunun amaci x; yi bir denklem
hari¢c tiim tiim denklemlerden yok etmektir. Tiim bu islemler yapildiktan
sonra, Adim 1 biter ve Adim 2,

6 0 0 0 —2|42
ﬁ 0 1 0 —i 9
= 0 0 1 —=2/| 6
17 0 O 11]21
0 3 9 6 0
olan ikinci tablo ile baslamis olur.
(=] = = =




Simpleks Algoritmasi

Simdi bize sunulan durum baslangictaki duruma benzerdir. Temel olmayan
degiskenler x; ve x5 dir. x5 deki herhangi bir artis F vyi kiiciilteceginden
dolayi, simdi x; in bir temel degisken olmasina izin verecegiz. O halde, x5 i
0 da sabit tutup, x; in miimkiin oldugunca biiyiik olmasini saglayalim.
Asagidaki kisitlar olusur:

x3=9—(13/7)x
xg =6—(11/7)x

7X2 =21 — X1

ININ A

Bunlarin sonucu ise
x1 <63/13 x1 < 42/11 x1 <21

dir.
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Simpleks Algoritmasi

Yeni temel degisken x; in sadece 42/12 ye yiikselmesine izin verilir ve
X3, X4 ve xp degerleri tablodan ya da yukaridaki kisit esitsizliklerinden
hemen hesaplanir. Yeni x-vektorii

x=1[42/11 27/11 21/2 0 0]’

Temel olmayan degiskenler, simdi x4 ve x5 dir. Kural 5 i saglamak igin
x1 = (7/11)(6 — xa) yerlestirmesini yapalim. Bdylece,

F(x) = 6x—2x5+42
= (42/11)(6 — x3) — 2x5 + 42
—(42/11)x4 — 2x5 4 714/11

Uciincii tabloyu tamamlamak gerksizdir, ciinkii F deki her iki katsayi da
negatiftir. Bu son x degerinin ¢6ziim oldugunu belirtmektedir, ¢iinkii

temel olmayan x4 ve xs degiskenlerinden hi¢ biri F(x) kiiciilmeden terggt
degisken haline déniisemez. O halde, orjinal problemde maksimum de
F(42/11,27/11) = 630/11 olur.
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Simpleks Algoritmasi

Bu 6rnegi ve yapilan aciklamalari temel alarak, verilen herhangi bir tabloda
yapilmasi gerekenleri su sekilde 6zetleyebiliriz:

1. Eger o anki F deki biitiin katsayilar (yani, tablodaki en iist satirin sol
tarafi) < 0 ise o anki x ¢oziimdiir.

2. F deki katsayisi pozitif ve miimkiin oldugunca biiyiik olan temel
olmayan degiskeni seciniz. Bu degisken yeni temel degisken olur. Ona
x; diyelim.

3. Her bir b; yi bulundugu satirdaki yeni temel degiskenin a;; katsayisi ile
boliintiz. Yeni temel degiskene atanan deger bu oranlarin en
kiicigiidiir. Boylece eger by /ay; en kiigiik deger ise x; = by /ay;
alahm.

4. ay; pivot elemanini kullanarak, Gauss eliminasyon ile A nin j yinci
kolonunda 0 lar olusturunuz.
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Uygulama Problemleri  Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Bir oyuncak sirketi askerler ve trenler olmak iizere iki tip tahta oyuncak
iiretiyor. 27 dolara satilan bir oyuncak asker icin 10$ degerinde ham
madde kullaniliyor. Uretilen her oyuncak asker sirketin iscilik degiskenini
arttirip, maliyete ilave olarak 14$ ekliyor. 21%$'a satilan bir oyuncak tren
icin 9% degerinde ham madde kullaniliyor. Yapilan her oyuncak tren
sirketin iscilik degiskenini artirip, maliyete ilave olarak 10$ ekliyor. Tahta
askerlerin ve trenlerin iiretiminde marangozluk ve cilalama olmak iizere iki
tip iscilige gereksinim duyuluyor. Bir askerin tiretimi i¢in 2 saat cilalama ve
1 saat marangozluk gerekmektedir. Bir trenin yapiminda ise 1 saat
cilalama ve 1 saat marangozluk gerekiyor. Sirket haftalik ihtiyaci olan ham
maddeleri bulabildigi halde ancak 100 saat cilalama ve 80 saat
marangozluk yapabiliyor. Trenler icin talep sinirsiz oldugu halde haftada en
fazla 40 asker satiliyor. Sirketin haftalik karini (gelirler — giderler)
maksimum yapmak icin bir matematiksel model kurunuz.

v

AT 807
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Uygulama Problemleri  Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Coziim.

Karar Degiskenleri : Lineer programlama modelinde karar degiskenleri,
tizerinde karar verilmesi gereken iki veya daha fazla sayidaki faaliyeti ifade
eder. Acik olarak, sirket her hafta ka¢ tane oyuncak asker ve trenin
uretilecegine karar vermelidir. Bu distinceyle,

x1 : haftalik iiretilen asker sayisi

xp . haftalik iiretilen tren sayisi
olarak tanimlansin.

Objektif (Amag) Fonksiyonu : Herhangi bir lineer programlama
probleminde, karar verici, karar degiskenlerinin bir fonksiyonunu (genellikle
gelir veya kari) maksimum veya (genellikle maliyeti) minimum yapmak

ister. Maksimum veya minimum yapilmak istenen bu fonksiyona objekti
fonksiyonu denir.
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Uygulama Problemleri  Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Sirket problemi icin sabit maliyetlerin (kiralama ve sigorta gibi) x; ve x»
degerlerine bagh olmadigini kabul edelim. Bdylece sirket ,

(Haftalik gelir) — (Ham maddenin satin alinis maliyeti)
— (Diger degisken maliyetler)

degerlerini nasil maksimum yapacagi iizerine yogunlasmalidir.

Sirketin haftalik geliri ve maliyeti x; ve x» karar degiskenleri cinsinden ifade
edilebilir. Sirket icin satilacak miktardan daha fazla oyuncak asker iiretmek
gereksizdir. O halde iiretilen biitiin oyuncaklarin satilacagini kabul edersek,

Haftalik gelir = Askerden saglanan haftalik kazang
+Trenden saglanan haftalik kazang
= 27x1 +21x

olur. Ayrica,
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Ayrica,

Haftalik hammadde maliyeti = 10x; + 9x
Diger haftalik degisken maliyetler = 14x; 4+ 10xy

dir. Boylece sirket,
27x1 + 21xy — (10X1 + 9X2) — (14X1 + 10X2) =3x1 +2x

degerini maksimum yapmaya calisiyor. O halde sirket 3x; + 2x; ifadesini
maksimum yapacak x; ve xp degerlerini bulmalidir. Béylece matematiksel
olarak, amac fonksiyonu;

maksimum: z = 3x; + 2x

olur.




Uygulama Problemleri  Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Kisitlar: x1 ve xo arttigi siirece sirketin amag fonksiyonunun degeride artar.
Boylece, eger sirket x; ve x» degerlerini segmede 6zgiir olursa bu degerleri
cok yiiksek tutarak karini keyfi bir sekilde biiyiitebilir. Fakat x; ve xp
degerleri asagidaki ti¢ kisitlama ile sinirhdir.

Kisit 1: Her hafta 100 saatten fazla cilalama yapilamiyor.

Kisit 2: Her hafta 80 saatten fazla marangozluk yapilamiyor.

Kisit 3: Sinirli talepten dolayi, her hafta en fazla 40 oyuncak asker
uretiliyor. O halde Kisitlar :

2x1 + xp < 100
x1+x <80
X1 §40
x1, X2 > 0.

Elde bulunan ham madde miktari sinirsiz olarak kabul edildiginden bu
konuda kisitlama yoktur.
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Uygulama Problemleri  Fabrika Uretim Programlamasi (Maksimum problemi)

Boylece optimizasyon problemi:

maksimum : z=13x1 +2x
2x1 +xp < 100
. x1+x < 80
Kisitlar : x < 40
x1,x2 2> 0.

Problem ¢oziildiiginde x; = 20, xo = 60 ve bdylece z = 180 elde ederiz.
Yani sirket haftada 20 oyuncak asker ve 60 oyuncak tren iiretirse karini
maksimum yapacaktir. Bu durumda haftalik kazang 180 dolar — haftalik
sabit giderler olacaktir. Eger 6rnegin sabit giderleri haftada 100 dolar ise
bu durumda sirketin haftalik kazanci 180-100 = 80 dolar olur.
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Uygulama Problemleri  Reklam Giderleri (Minimum Problemi)

Bir beyaz esya firmasi iriinlerini orta gelirli ailelere tanitmak igin televizyon
reklamlarina girisimde bulunuyor ve iki tip program icinde 1 dakikalik kisa
reklamlar satin almayi diisiiniiyor: Komedi programlari ve futbol maclari.
Televizyondaki her komedi programi 400 bin orta gelirli kadin ve 200 bin
orta gelirli erkek tarafindan izleniyor. Televizyondaki her futbol programi
ise 200 bin orta gelirli kadin ve 600 bin orta gelirli erkek tarafindan
izleniyor. Bir komedi programi icinde yayinlanacak 1 dakikalik reklam icin
5,000 TL, futbol programi icinde yayinlanacak 1 dakikalik reklam icin ise
10,000 TL lik bir maliyet gerekiyor. Firma, reklamlarin en az 2 milyon orta
gelirli kadin ve 4 milyon orta gelirli erkek tarafindan goriilmesini istiyor.
Firmanin bu amag¢ dogrultusunda reklam giderlerini nasil minimum
maliyette tutacagina dair bir dogrusal programlama problemi gelistiriniz.
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Uygulama Problemleri  Reklam Giderleri (Minimum Problemi)

Firma komedi programlari ve futbol maclari icin ne kadar reklam satin
alacagina karar vermelidir. O halde karar degiskenleri,

x1 = satin alinan 1 dakikalik komedi programi reklami sayisi
xp = satin alinan 1 dakikalik futbol programi reklami sayisi
olsun.
Kisit 1: Reklamlar mutlaka en az 2 milyon orta gelirli kadina ulasmal.

Kisit 2: Reklamlar mutlaka en az 4 milyon orta gelirli erkege ulasmali.
Optimizasyon problemi z (xbin TL bazinda)

minimum : z =5x1 + 10xp
4x1 +2xp > 20
Kisitlar : 2x1 + 6x0 > 40
x1,x >0

Problem, dual problemine simpleks algoritmasi uygulanarak c¢éziiliirse,
x1 = 2, xp = 6 ve bdylece z = 70 bulunur. Yani, eger firma 2 dakikal
komedi programi reklami ve 6 dakikalik da futbol reklami programi sat

alirsa 70 bin TL lik minimum maliyet ile istedigine ulasir.
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Uygulama Problemleri  Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Bir kisinin tiikettigi tiim gidalarin dért “temel besin grubu” nun (gikolata,
dondurma, kola ve peynirli kek) birinden gelmesi istenmektedir. Kisi, bu
gruplardan kakaolu kek, cikolatali dondurma, kola ve ananasli-peynirli kek
tiiketmek istemektedir. Her bir kakaolu kekin maliyeti 0.8 TL, bir kiilah
cikolatali dondurmanin maliyeti 0.6 TL, bir sise kolanin maliyeti 0.7 TL ve
ananasli-peynirli kekin bir diliminin maliyeti de 1 TL dir. Kisi her giin
mutlaka en az 500 kalori, 40 gr cikolata, 30 gr seker ve 20 gr yag
tiiketecektir. Her gidanin birim basina diisen besin icerigi asagidaki tablo
da gosterilmistir. Buna gore kisinin giinliik besin gereksinimini en az
maliyetle saglayabilecegi bir dogrusal programlama modelini formiile ediniz.
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. Cikolata Seker Yag
Ko "oy (@) (a0

Kakolu Kek 400 30 20 20
Dondurma (1 Kiilah) 200 20 20 10
Kola (1 sise) 150 0 40 10
Peynirli kek (1 dilim) 500 0 40 15




Amacimiz diyetin maliyetini minimuma indirmektir. Diyetin toplam
maliyeti asagidaki gibi verilebilir:

(Diyetin toplam maliyeti) = (Kakaolu keklerin maliyeti)
+ (Dondurmalarin maliyeti)
+ (Kolanin maliyeti)
+ (Peynirli kekin maliyeti).
= 0.8xg+0.6xo +0.7x3 + xa

Boylece, amac fonksiyonu

minimum z = 0.8x;3 + 0.6xy + 0.7x3 4+ x4




Uygulama Problemleri  Diyet Problemi (Minimum Problemi)

Karar degiskenleri asagidaki kisitlari saglamahdir.

Kisit 1: Alinan giinliik kalori en az 500 kalori olmahdir
Kisit 2: Alinan giinliik ¢ikolata en az 40 gr olmalidir
Kisit 3: Alinan giinliik seker en az 30 gr olmahdir
Kisit 4: Alinan giinliik yag en az 20 gr olmalidir.

Kisit 1 i karar degiskenleri cinsinden ifade etmek istersek;

(Alinan giinliik kalori) = (Kakaolu kekteki kalori)
+(Cikolatali dondurmadaki kalori)
+(Koladaki kalori)
+( Ananasli-peynirli kekteki kalori)

olacagindan
400x; 4+ 200x2 4 150x3 + 500x4 > 500

elde ederiz.
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Benzer sekilde Kisit 2 den,
30x; + 20x; > 40,

Kisit 3 den,
20x; 4+ 20x> 4+ 40x3 + 40x, > 30,

ve Kisir 4 den,
20x; 4+ 10xo 4+ 10x3 + 15x4 > 20,

elde ederiz.




Uygulama Problemleri  Diyet Problemi (Minimum Problemi)

O halde problem

minimum z = 0.8x;1 +0.6xo + 0.7x3 + x4
400x; + 200x, + 150x3 + 500x, > 500
30x1 +20x, > 40
Kisitlar: 20x7 + 20x> + 40x3 + 40x4 > 30
20x1 4+ 10xo 4+ 10x3 + 15x4 > 20
X1,X2,X3,X4 2 0

olur. Bu problemin simpleks algoritmasi ile ¢coziimii x; = 1, x, = %

x3 =0, x4 = 0, olup, bdylece z = 1.1 olarak elde edilir. O halde istenilen
diyet icin sadece 1 adet kakaolu kek ve yarim kiilah ¢ikolatali dondurma
yenilmelidir. Bu minimum maliyetli (1 TL 10 Kr ) diyetle giinliik 400(1) +
200(1/2) = 500 kalori, 30(1)+20(1/2) =40 gr cikolata, 20(1) + 20(1/2)
= 30 gr seker ve 20(1) + 10(1/2) =15 gr yag alinmis olur. ~
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