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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Pratikte s¬kl¬kla kullan¬lmalar¬nedeniyle, kübik ba¼glay¬c¬lar (k = 3)
teorisini ve oluşturulmas¬n¬daha bütünlük içinde geliştirelim:

x t0 t1 t2 � � � tn
y y0 y1 y2 � � � yn

(1)

tablosunu interpole eden; S , S 0 ve S 00 sürekli olacak şekilde bir

S(x) =

8>>><>>>:
S0(x) x 2 [t0, t1)
S1(x) x 2 [t1, t2)

...
...

Sn�1(x) x 2 [tn�1, tn ]

(2)

S 2 C 2(t0, tn) fonksiyonu ar¬yoruz. Burada Si (x) ler kübik polinomlard¬r.
Si�1 ve Si polinomlar¬ti noktas¬nda ayn¬de¼geri al¬rlar ve bu nedenle

Si�1(ti ) = yi = Si (ti ) (1 � i � n� 1) (3)

olup, o halde S otomatik olarak süreklidir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

S , S 0 ve S 00 nün sürekli olma koşullar¬bir kübik ba¼glay¬c¬tan¬mlamak için
yeterli midir? n tane kübik polinomun herbirinde dört katsay¬oldu¼gundan,
parçal¬kübik polinomda 4n tane katsay¬vard¬r. Her bir [ti , ti+1] alt
aral¬¼g¬nda iki interpolasyon koşulu, S(ti ) = yi ve S(ti+1) = yi+1,
toplamda 2n koşul verir. S nin süreklilik koşullar¬interpolasyon koşullar¬
içinde say¬lm¬̧s oldu¼gu için, ek koşul oluşturmaz. S 0 nün süreklili¼gi herbir iç
dü¼gümde bir koşul, S 0i�1(ti ) = S

0
i (ti ), ve toplamda n� 1 ek koşul verir.

Benzer şekilde S 00 nün süreklili¼gi de n� 1 ek koşul üretir. Böylece 4n tane
katsay¬y¬belirlemek için toplamda 4n� 2 koşul haz¬rd¬r. Geriye iki
serbestlik derecesi kalm¬̧s olur ki; bu serbestli¼gi avantajl¬şekilde
kullanman¬n çeşitli yollar¬mevcuttur.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Şimdi [ti , ti+1] aral¬¼g¬nda Si (x) i oluştural¬m. Öncelikle zi = S 00(ti )
diyelim. Aç¬kça, 0 � i � n için zi var olup, S 00 herbir iç dü¼güm noktas¬nda
sürekli oldu¼gu için

lim
x#ti

S 00(x) = zi = lim
x"ti

S 00(x) (1 � i � n� 1) (4)

sa¼glan¬r. Böylece S 00i , S
00
i (ti ) = zi ve S

00
i (ti+1) = zi+1 olacak şekilde bir

lineer fonksiyon olup denklemi

S 00i (x) =
zi
hi
(ti+1 � x) +

zi+1
hi
(x � ti ) (5)

ile verilir. Burada hi � ti+1 � ti dir. E¼ger bu ifade iki kez integrallenirse,
sonuç Si nin kendisi olacakt¬r:

Si (x) =
zi
6hi
(ti+1 � x)3 +

zi+1
6hi

(x � ti )3 + C (x � ti ) +D(ti+1 � x) (6)

Burada C ve D integral sabitleridir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Şimdi, C ve D yi belirlemek için S(ti ) = yi ve S(ti+1) = yi+1
interpolasyon koşullar¬(6) da kullan¬l¬rsa, sonuç

Si (x) =
zi
6hi
(ti+1 � x)3 +

zi+1
6hi

(x � ti )3

+

�
yi+1
hi
� zi+1hi

6

�
(x � ti ) +

�
yi
hi
� zihi

6

�
(ti+1 � x) (7)

olur. Denklem (7) de kolayca kontrol edilebilir. ·Interpolasyon koşullar¬n¬n
gerçeklendi¼gini görmek için basitçe x = ti ve x = ti+1 almak yeterlidir.
z0, z1, ..., zn de¼gerleri belirlendikten sonra, art¬k [t0, tn ] aral¬¼g¬ndaki
herhangi bir x için S(x) in hesaplanmas¬nda Denklem (2) ve (7)
kullan¬labilir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

z1, z2, ..., zn�1 i belirlemek için, S 0 nün süreklilik koşullar¬n¬kullanaca¼g¬z.
·Içteki ti dü¼gümlerinde S 0i�1(ti ) = S

0
i (ti ) olmak zorundad¬r. Denklem (7)

de türev alarak S 0i (x) i elde ederiz. Daha sonra x = ti yaz¬p, sadeleştirme
yaparsak

S 0i (ti ) = �
hi
3
zi �

hi
6
zi+1 �

yi
hi
+
yi+1
hi

(8)

buluruz. Benzer şekilde, S 0i�1 i elde etmek için Denklem (7) yi kullan¬rsak,

S 0i�1(ti ) =
hi�1
6
zi�1 +

hi�1
3
zi �

yi�1
hi�1

+
yi
hi�1

(9)

elde ederiz.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Denklem (8) ve (9) un sol taraf¬birbirlerine eşitlendi¼ginde, sonuç

hi�1zi�1 + 2(hi + hi�1)zi + hizi+1 =
6
hi
(yi+1 � yi )�

6
hi�1

(yi � yi�1)
(10)

şekinde yaz¬labilir. Böylece, bu denklem n+ 1 bilinmeyen z0, z1, ..., zn için
n� 1 denklemli bir lineer sistemdir. z1, ..., zn�1 i elde etmek için, z0 ve zn
i key� seçip, sistemin geri kalan denklemlerini çözebiliriz.
Bir mükemmel seçim z0 = zn = 0 almakt¬r. Bu durumda oluşan
ba¼glay¬c¬ya do¼gal kübik ba¼glay¬c¬denir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

1 � i � n� 1 için z0 = 0 ve zn = 0 ile birlikte (10) lineer denklem sistemi
simetrik, üçköşegensel ve köşegensel bask¬n olup,

hi = ti+1 � ti
ui = 2(hi + hi�1)

bi =
6
hi
(yi+1 � yi )

vi = (bi � bi�1)

olmak üzere266666664

u1 h1
h1 u2 h2

h2 u3 h3
. . . . . . . . .

hn�3 un�2 hn�2
hn�2 un�1

377777775

266666664

z1
z2
z3
...

zn�2
zn�1

377777775
=

266666664

v1
v2
v3
...

vn�2
vn�1

377777775
formundad¬r.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Bu sistem ölçekli sat¬r pivotsuz Gauss elemesi ile aşa¼g¬daki gibi çözülebilir:

girdi n, (ti ), (yi )
i = 0 dan n� 1 e döngü

hi  ti+1 � ti
bi  6(yi+1 � yi )/hi

döngü sonu
u1 2(h0+h1)
v1 b1�b0
i = 2 den n� 1 e döngü

ui  2(hi + hi�1)� h2i�1/ui�1
vi  bi � bi�1 � hi�1vi�1/ui�1

döngü sonu
zn 0
i = n� 1 den 1 e �1 ad¬ml¬döngü

zi  (vi � hizi+1)/ui
döngü sonu
z0 0
ç¬kt¬(zi )
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Kübik Ba¼glay¬c¬lar

Şimdi, do¼gal kübik ba¼glay¬c¬n¬n olas¬en düzgün interpolasyon fonksiyonunu
üretti¼gini gösteren bir teorem sunal¬m.

Teorem (Do¼gal Kübik Ba¼glay¬c¬n¬n Optimalli¼gi)

[a, b] aral¬¼g¬nda f 00 sürekli ve a = t0 < t1 < � � � < tn = b olsun. E¼ger S , f
yi 0 � i � n için ti dü¼gümlerinde interpole eden do¼gal kübik ba¼glay¬c¬ise,
bu durumda Z b

a
[S 00(x)]2dx �

Z b

a
[f 00(x)]2dx

dir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Germe Ba¼glay¬c¬lar¬

Germe Ba¼glay¬c¬lar¬

Baz¬veri-çak¬̧st¬rma problemlerinde, gergi olarak adland¬r¬lan bir τ
parametresine sahip olmak kullan¬̧sl¬d¬r. τ ya büyük bir de¼ger atand¬¼g¬
zaman, veri noktalar¬ndan geçen e¼gri yüksek gerilime sahip olacakt¬r. Bu,
e¼griyi veri noktalar¬ndan s¬k¬ca geren bir kuvvet olarak yorumlanabilir.

τ ya küçük bir de¼ger atand¬¼g¬zaman, e¼gri gittikçe kübik ba¼glay¬c¬
interpolasyonunun şekline benzeyecektir. τ ! +∞ için, e¼gri parçal¬lineer
fonksiyona; yani, 1. dereceden ba¼glay¬c¬ya yaklaşacakt¬r.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Germe Ba¼glay¬c¬lar¬
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Germe Ba¼glay¬c¬lar¬

Yukar¬daki aç¬klananlara benzer bir e¼grinin bir matematiksel modeli şu
şekildedir: Önce oldu¼gu gibi

t0 < t1 < � � � < tn

dü¼gümlerine ve herbir ti de yi verilerine sahibiz. Arad¬¼g¬m¬z germe
ba¼glay¬c¬s¬aşa¼g¬daki özelliklere sahip bir f fonksiyonudur:

1 f 2 C 2[t0, tn ] dir.
2 f (ti ) = yi (0 � i � n) interpolasyon koşullar¬sa¼glan¬r.
3 Her bir (ti�1, ti ) aç¬k aral¬¼g¬nda f , f (4) � τ2f 00 = 0 denklemini sa¼glar.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Germe Ba¼glay¬c¬lar¬

f nin sa¼glamas¬gereken koşullar:

f (4) � τ2f 00 = 0
f (ti ) = yi f (ti+1) = yi+1
f 00(ti ) = zi f 00(ti+1) = zi+1

olup, bu iki-nokta s¬n¬r-de¼ger probleminin çözümünün

f (x) = fzi sinh [τ(ti+1 � x)] + zi+1 sinh [τ(x � ti )]g /
�
τ2 sinh(τhi )

�
+(yi � zi/τ2)(ti+1 � x)/hi + (yi+1 � zi+1/τ2)(x � ti )/hi

oldu¼gu gösterilebilir.
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Ba¼glay¬c¬Fonksiyonlar Germe Ba¼glay¬c¬lar¬

zi ler

αi = 1/hi � τ/ sinh(τhi )
βi = τ cosh(τhi )/ sinh(τhi )� 1/hi
γi = τ2(yi+1 � yi )/hi

ve z1 = zn = 0 olmak üzere

αi�1zi�1 + (βi�1 + βi )zi + αizi+1 = γi � γi�1 (1 � i � n� 1)

sisteminden belirlenecektir.
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