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3. Runge-Kutta Yöntemleri

Runge-Kutta Yöntemleri

Önceki bölümde verilen Taylor serisi yöntemi, program öncesinde baz¬
analizler yapma zorlamas¬na sahiptir. Bu nedenle, örne¼gin�

x 0= f (t, x)
x(t0) = x0

(1)

genel problemini 4. basamaktan Taylor serisi yöntemi ile çözmek istesek;
(1) de ard¬̧s¬k türev alarak, x 00, x 000 ve x (4) formüllerini belirlemek ve daha
sonra da bu fonksiyonlar¬programlamak zorunday¬z.
Runge-Kutta yöntemleri, her ne kadar f (t, x) de¼gerlerinin zekice bir

kombinasyonu anlam¬nda Taylor serisi yöntemini taklit etseler de, bu
zorlu¼gu ortadan kald¬r¬rlar. Şimdi, ikinci basamaktan Runge-Kutta
yordam¬n¬oluşturarak bunu gösterelim.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 8 7�! Diferensiyel Denklemlerin Say¬sal Çözümleri 2 / 13



3. Runge-Kutta Yöntemleri ·Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

·Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

x(t + h) n¬n Taylor serisi ile başlayal¬m:

x(t + h) = x(t) + hx 0(t) +
h2

2!
x 00(t) +

h3

3!
x 000(t) + � � � (2)

Diferensiyel denklemden;

x 0(t) = f

x 00(t) = ft + fxx 0 = ft + fx f

x 000(t) = ftt + ftx f + (ft + fx f )fx + f (fxt + fxx f )
...

bulunur. Burada, alt indisler k¬smi türevleri göstermektedir. Şimdi,
Denklem (2) deki ilk üç terim

x(t + h) = x + hf + 1
2h
2(ft + ¤x ) +O(h3)

= x + 1
2hf +

1
2h[f + hft + h¤x ] +O(h

3) (3)

formunda yaz¬labilir. Burada x in anlam¬x(t), f nin anlam¬f (t, x(t)) v.s.
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3. Runge-Kutta Yöntemleri ·Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

·Iki de¼gişkenli Taylor serisindeki bir kaç terim yard¬m¬ile k¬smi türevleri
eleyebiliriz:

f (t + h, x + hf ) = f + hft + h¤x +O(h2)
Denklem (3)

x(t + h) = x + 1
2hf +

1
2hf (t + h, x + hf ) +O(h

3)

şeklinde yaz¬labilir. Böylece, çözüme yaklaş¬m formülü

x(t + h) = x(t) +
h
2
f (t, x) +

h
2
f (t + h, x + hf (t, x))

veya denk olarak
x(t + h) = x(t) + 1

2 (F1 + F2) (4)

olup, burada �
F1 = hf (t, x)
F2 = hf (t + h, x + F1)

dir. Bu formül, çözüme yaklaşmak için her defas¬nda bir ad¬m ile ard¬̧s¬k
olarak kullan¬labilir, ve ikinci basamaktan Runge-Kutta yöntemi olarak
adland¬r¬l¬r. Heun yöntemi olarak da bilinir.
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3. Runge-Kutta Yöntemleri ·Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

Genel olarak ikinci basamaktan Runge-Kutta formülü

x(t + h) = x + w1hf + w2hf (t + αh, x + βhf ) +O(h3) (5)

formunda olup, burada w1,w2, α ve β belirlenecek parametrelerdir.
Denklem (5), iki de¼gişkenli Taylor serisi yard¬m¬ile

x(t + h) = x + w1hf + w2h[f + αhft + βh¤x ] +O(h3) (6)

şeklinde tekrar yaz¬labilir. Denklem (3) ve (6) y¬karş¬laşt¬r¬rsak8<:
w1 + w2 = 1

w2α = 1
2

w2β = 1
2

(7)

koşullar¬n¬yükleyece¼gimizi görürüz.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 8 7�! Diferensiyel Denklemlerin Say¬sal Çözümleri 5 / 13



3. Runge-Kutta Yöntemleri ·Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

Bu sistemin çözümlerinden biri w1 = w2 = 1
2 , α = β = 1 olup, Denklem

(4) deki Heun yöntemine karş¬l¬k gelir. (7) sisteminin başka çözümleri de
vard¬r. Örne¼gin w1 = 0 al¬nd¬¼g¬nda; w2 = 1, α = β = 1

2 ve böylece (5) ten
karş¬l¬k gelen formül, (

F1 = hf (t, x)

F2 = hf (t + 1
2h, x +

1
2F1)

olmak üzere, geliştirilmiş Euler yöntemi olarak adland¬r¬lan

x(t + h) = x(t) + F2

dir. (Bu yöntemi standart Euler yöntemi ile karş¬laşt¬r¬n¬z.)
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3. Runge-Kutta Yöntemleri Dördüncü Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

Dördüncü Basamaktan Runge-Kutta Yöntemi

Yüksek basamaktan Runge-Kutta formüllerini elde etmek oldukça s¬k¬c¬
oldu¼gundan bunu yapmayaca¼g¬z. Fakat formüller oldukça ş¬kt¬rlar ve bir
kez elde edildikten sonra kolayca programlanabilirler. Klasik dördüncü
basamaktan Runge-Kutta yöntemi aşa¼g¬dad¬r:

x(t + h) = x(t) + 1
6 (F1 + 2F2 + 2F3 + F4) (8)

Burada, 8>><>>:
F1 = hf (t, x)
F2 = hf (t + 1

2h, x +
1
2F1)

F3 = hf (t + 1
2h, x +

1
2F2)

F4 = hf (t + h, x + F3)

Bu yöntemin dördüncü basamak olarak adland¬r¬lmas¬n¬n nedeni, Taylor
serisinden h4 e kadar olan terimlerin kullan¬lmas¬ndand¬r. Böylece hata
O(h5) dir.
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4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri

Çoklu-Ad¬m Yöntemleri

Başlang¬ç de¼ger problemlerini çözmek için kullan¬lan Taylor serisi yöntemi
veya Runge-Kutta yöntemi tek-ad¬m yöntemleridir, çünkü çözüm t den
t + h ya geçerken, x(t) nin her hangi önceki de¼gerlerinin bilgisini
kullanmazlar. E¼ger, t0, t1, t2, ..., ti , t-ekseni boyuncaki de¼gerler ise, bu
durumda xi+1 (x(ti+1) in yaklaş¬k de¼geri) sadece xi ye ba¼gl¬d¬r ve
xi�1, xi�2, ..., x0 yaklaş¬k de¼gerlerinin bilgisi kullan¬lmaz.
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4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri

E¼ger herbir ad¬mda çözümün baz¬önceki de¼gerleri gözönüne al¬n¬rsa, daha
etkili yordamlar oluşturulabilir. Burada göz önüne al¬nan prensip şöyledir:
Başlang¬ç-de¼ger probleminin yaklaş¬k çözümünü elde edelim. t-ekseni
üzerinde t0, t1, t2, ..., tn ad¬mlar¬n¬oluştural¬m. ( Bunlar eşit aral¬kl¬olmak
zorunda de¼gildir.) E¼ger x 0(t) = f (t, x(t)) nin gerçek çözümü x(t) ile
gösterilirse, bu durumda denklemde integral alarakZ tn+1

tn
x 0(t)dt = x(tn+1)� x(tn) (1)

ve buradan

x(tn+1) = x(tn) +
Z tn+1

tn
f (t, x(t))dt (2)

elde ederiz. Sa¼g taraftaki integrale bir say¬sal tümleme yöntemiyle
yaklaş¬labilir ki; sonuç yaklaş¬k çözümü ad¬m-ad¬m oluşturmak için bir
formül olacakt¬r.
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4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri Adams-Bashforth Formülü

Adams-Bashforth Formülü

fi , f (ti , xi ) yi belirtmek üzere, kabul edelim ki ortaya ç¬kan formül,

xn+1 = xn + afn + bfn�1 + cfn�2 + � � � (3)

tipindedir. Bu tipten bir eşitlik Adams-Bashforth formülü olarak
adland¬r¬l¬r. Örne¼gin, eşit aral¬kl¬ti = t0 + ih, (0 � i � n) noktalar¬n¬baz
alan 5. basamaktan Adams-Bashforth formülü

xn+1 = xn +
h
720

[1901fn � 2774fn�1 + 2616fn�2 � 1274fn�3 + 251fn�4]
(4)

dür. Bu katsay¬lar nas¬l belirlenmiştir? Denklem (2) deki integraleZ tn+1

tn
f (t, x(t))dt � h [Afn + Bfn�1 + Cfn�2 +Dfn�3 + Efn�4] (5)

şeklinde yaklaşmaya çal¬̧smakla başlayal¬m. Denklem (5), derecesi � 4
olan tüm polinomlar için kesin do¼gru olacak şekilde A,B,C ,D ve E
katsay¬lar¬n¬belirleyelim. Şekilde çizildi¼gi gibi, tn = 0 ve h = 1 kabul
etmek genelli¼gi bozmaz (Problem 8.3.6 (s. 547))
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4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri Adams-Bashforth Formülü

5. basamaktan Adam� Bashfort (4) formül ünde kullanılan noktalar

Π4 için aşa¼g¬daki beş polinomu baz olarak alal¬m:

p0(t) = 1

p1(t) = t

p2(t) = t(t + 1)

p3(t) = t(t + 1)(t + 2)

p4(t) = t(t + 1)(t + 2)(t + 3)

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 8 7�! Diferensiyel Denklemlerin Say¬sal Çözümleri 11 / 13



4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri Adams-Bashforth Formülü

Bu polinomlar denklemde yaz¬ld¬¼g¬ndaZ 1

0
pn(t)dt = Apn(0) + Bpn(�1) + Cpn(�2) +Dpn(�3) + Epn(�4)

olup, A,B,C ,D ve E katsay¬lar¬n¬belirlemek için beş denklem elde ederiz.
Bunlar 8>>>><>>>>:

A+ B + C +D + E = 1
�B � 2C � 3D � 4E = 1/2

2C + 6D + 12E = 5/6
�6D � 24E = 9/4

24E = 251/30

(6)

sistemini verir ki bu geri yerleştirme ile çözülürse, (4) formülünün
katsay¬lar¬elde edilir. Bu yordam belirsiz katsay¬lar yöntemi olarak
adland¬r¬l¬r. Prensip olarak, bu yöntem yüksek basamaktan benzer
formüller elde etmek için ve di¼ger birçok durumda kullan¬labilir. (Kesim
7.2, s. 482 ye bak¬n¬z.)
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4. Çoklu-Ad¬m Yöntemleri Adams-Moulton Formülü

Adams-Moulton Formülü

Nümerik pratikte, Adams-Bashforth formülleri kendi başlar¬na çok nadir
olarak kullan¬lmakta olup, duyarl¬l¬¼g¬art¬rmak için, di¼ger formüllerle
birlikte kullan¬l¬rlar. Bunun nas¬l mümkün olabilece¼gini görmek için,
Denklem (2) ye geri dönelim ve kabul edelim ki fn+1 i içeren bir nümerik
tümleme formülü kullan¬yoruz. Bu durumda, Denklem (3)

xn+1 = xn + afn+1 + bfn + cfn�1 + � � � (7)

formunu al¬r. Bu tipten bir formül, 5. basamaktan Adams-Moulton
formülü olarak bilinen

xn+1 = xn +
h
720

[251fn+1 + 646fn � 264fn�1 + 106fn�2 � 19fn�3] (8)

formülüdür. Bu formül de belirsiz katsay¬lar yöntemi kullan¬larak
türetilebilir. Dikkat edilirse, formül çözümü elde etmek için do¼grudan
kullan¬lamaz, çünkü xn+1 denklemin her iki taraf¬nda da bulunmaktad¬r!
Hat¬rlarsak, fi , f (ti , xi ) ye karş¬l¬k gelmektedir ve bu nedenle fn+1 terimi
ancak xn+1 bilindikten sonra hesaplanabilir. Fakat, kestirici-düzeltici
yöntem olarak adland¬r¬lan, oldukça tatmin edici bir algoritma xn+1 e bir
tahmini x�n+1 kestirimi yapmak için Adams-Bashforth (4) formülünü ve
daha sonra xn+1 in düzeltilmiş de¼gerini hesaplamak için Adams-Moulton
(8) formülünü kullan¬r. Böylece, (4) formülünden elde edilen x�n+1 kestirim
de¼gerini kullanarak, (8) formülünden fn+1 i, f (tn+1, x�n+1) olarak
hesaplar¬z. Bu kestirici-düzeltici yöntemi kullanmada, yöntemi başlat¬rken
özel bir yordam uygulanmal¬d¬r, çünkü başlang¬çta sadece x0 bilinmektedir.
Kuşkusuz, x1, x2, x3, x4 ü elde etmek için bir Runge-Kutta yöntemi idealdir.
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