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3. Runge-Kutta Yéntemleri

Runge-Kutta Yontemleri

Onceki béliimde verilen Taylor serisi yontemi, program éncesinde bazi
analizler yapma zorlamasina sahiptir. Bu nedenle, 6rnegin

{ X'= f(t,x) W

x(ty) = xg

genel problemini 4. basamaktan Taylor serisi yontemi ile ¢6zmek istesek;
(1) de ardisik tiirev alarak, x”, x"" ve x*) formiillerini belirlemek ve daha
sonra da bu fonksiyonlari programlamak zorundayiz.

Runge-Kutta yéntemleri, her ne kadar 7 (t, x) degerlerinin zekice bir
kombinasyonu anlaminda Taylor serisi yontemini taklit etseler de, bu
zorlugu ortadan kaldirirlar. Simdi, ikinci basamaktan Runge-Kutta
yordamini olusturarak bunu gosterelim.
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Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yontemi

x(t+ h) nin Taylor serisi ile baslayalim:

x(t+h) = x(t) + hx'(t) + gjx”(t) + gjx'"(t) 4+ (2)
Diferensiyel denklemden;

X(t) = f

X'(t) = fit+hx' =fi+hf

X(t) = fut fof + (o + K)o+ f(Fe + fif)

bulunur. Burada, alt indisler kismi tiirevleri géstermektedir. Simdi,
Denklem (2) deki ilk ii¢ terim

x(t+h) = x+hf+L10%(f+ )+ O(K)
= x+ Shf + Lh[f + hf, + hff] + O(h°)

%
formunda yazilabilir. Burada x in anlami x(t), £ nin anlami 7 (t,x(t))
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3. Runge-Kutta Yéntemleri Ikinci Basamaktan Runge-Kutta Yéntemi

iki degiskenli Taylor serisindeki bir kac terim yardimi ile kismi tiirevleri
eleyebiliriz:
f(t+ h x+ hf) = f + hf, + hff, + O(h?)

Denklem (3)
x(t+h) = x+ Lhf + Ihf(t+ h,x+ hf) + O(h*)
seklinde yazilabilir. Boylece, ¢6ziime yaklasim formiilii
x(t4 h) = x(8) + SF(£,2) + DF(t+ hx+ B (2, )
veya denk olarak
x(t+h) =x(t)+ (A +F) (4)

olup, burada

F = hf(t+ h, x + F1)
dir. Bu formiil, ¢dziime yaklasmak icin her defasinda bir adim ile ardi

olarak kullanilabilir, ve ikinci basamaktan Runge-Kutta yontemi olg

adlandinlir. Heun yontemi olarak da bilinir.
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Genel olarak ikinci basamaktan Runge-Kutta formiilii
x(t+ h) = x + wy hf + wohf (t + ah, x + Bhf) + O(h?) (5)

formunda olup, burada w;, wo,  ve B belirlenecek parametrelerdir.
Denklem (5), iki degiskenli Taylor serisi yardimi ile

x(t+ h) = x + wihf + wah[f + ahf, + Bhf] + O(h?) (6)

seklinde tekrar yazilabilir. Denklem (3) ve (6) yi karsilastirirsak

wi+w =1
WQDC:% (7)
wop = 5

kosullarini yiikleyecegimizi goriiriiz.




Bu sistemin coziimlerinden biri w; = wy = %,oc = B =1 olup, Denklem
(4) deki Heun ydntemine karsilik gelir. (7) sisteminin baska ¢éziimleri de
vardir. Ornegin wy = 0 alindiginda; wo = 1,0 = B = % ve bdylece (5) ten
karsilik gelen formiil,

Fi = hf(t, x)
F> = hf(t+ 3h x+ 1F)

olmak iizere, gelistirilmis Euler yontemi olarak adlandirilan
x(t+h) =x(t)+ F

dir. (Bu ydntemi standart Euler yontemi ile karsilastiriniz.)




3. Runge-Kutta Yontemleri  Dérdiincii Basamaktan Runge-Kutta Yontemi

Dordiincti Basamaktan Runge-Kutta Yontemi

Yiiksek basamaktan Runge-Kutta formiillerini elde etmek olduke¢a sikici
oldugundan bunu yapmayacagiz. Fakat formiiller oldukg¢a siktirlar ve bir
kez elde edildikten sonra kolayca programlanabilirler. Klasik dérdiincii
basamaktan Runge-Kutta yontemi asagidadir:

x(t+h) =x(t)+ :(FL+2F +2F3 + F4) (8)

Burada,
F1 = hf(t, )
Fr = hf(t+ 3% hx+1F1)
F3:hf(t+ =h,x + = F2)
Fy = hf(t +h x—l—F3)

Bu yontemin dordiincii basamak olarak adlandiriimasinin nedeni, Taylor )
serisinden h* e kadar olan terimlerin kullanilmasindandir. Béylece hat

O(h°) dir.
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4. Coklu-Adim Yéntemleri

Coklu-Adim Yontemleri

Baslangic deger problemlerini ¢6zmek icin kullanilan Taylor serisi yontemi
veya Runge-Kutta yontemi tek-adim yéntemleridir, ciinkii ¢6ziim ¢ den
t + h ya gecerken, x(t) nin her hangi &nceki degerlerinin bilgisini
kullanmazlar. Eger, ty, t1, to, ..., ti, t-ekseni boyuncaki degerler ise, bu
durumda x;11 (x(ti+1) in yaklasik degeri) sadece x; ye baglhdir ve
Xi—1,Xi—2, ..., Xo Yaklasik degerlerinin bilgisi kullaniimaz.
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4. Coklu-Adim Yéntemleri

Eger herbir adimda ¢6ziimiin bazi 6nceki degerleri gbzoniine alinirsa, daha
etkili yordamlar olusturulabilir. Burada géz 6niine alinan prensip sdyledir:
Baslangi¢c-deger probleminin yaklasik ¢6ziimiinii elde edelim. t-ekseni
iizerinde ty, t1, to, ..., t, adimlarini olusturalim. ( Bunlar esit aralikh olmak
zorunda degildir.) Eger x'(t) = f(t, x(t)) nin gergek ¢oziimii x(t) ile
gosterilirse, bu durumda denklemde integral alarak

[ @ = x(tyin) — x(t) W

th

ve buradan
tht1

x(thy1) = x(tn) + f(t,x(t))dt (2)

tp

elde ederiz. Sag taraftaki integrale bir sayisal tiimleme yontemiyle
yaklasilabilir ki; sonu¢ yaklasik ¢éziimii adim-adim olusturmak icin bir
formiil olacaktir. :
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4. Coklu-Adim Yéntemleri Adams-Bashforth Formiilii

Adams-Bashforth Formiilii

f;, f(t,-,x,-) yi belirtmek lizere, kabul edelim ki ortaya cikan formiil,

Xnt1 = Xp +afy + bfp_1 +cfh_o+--- (3)
tipindedir. Bu tipten bir esitlik Adams-Bashforth formiilii olarak
adlandirilir. (")rnegin, esit aralikh t; = ty + ih, (0 <i< n) noktalarini baz
alan 5. basamaktan Adams-Bashforth formiilii

h
Xn41 = X + 2o [1001fy — 2774f, -y +2616f, 5 — 1274f, 5+ 251f, 4]
(4)

diir. Bu katsayilar nasil belirlenmistir? Denklem (2) deki integrale
tht+1
/ U F(t x(t))dt & h[Afy + Bfy_y + Chy_o + Dfy_3 + Ef,_s]  (5)
th

seklinde yaklasmaya ¢alismakla baslayalim. Denklem (5), derecesi < 4
olan tiim polinomlar icin kesin dogru olacak sekilde A, B, C, D ve E
katsayilarini belirleyelim. Sekilde cizildigi gibi, t, = 0 ve h = 1 kabul
etmek genelligi bozmaz (Problem 8.3.6 (s. 547))
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5. basamaktan Adam — Bashfort (4) formiiliinde kullanilan noktalar

Iy icin asagidaki bes polinomu baz olarak alalim:

po(t) = 1

pi(t) =t

p2(t) = t(t+1)

ps(t) t(t+1)(t+2)
pa(t) = t(t+1)(t+2)(t+3)

(=] = = =



4. Coklu-Adim Yéntemleri Adams-Bashforth Formiilii

Bu polinomlar denklemde yazildiginda

[ pa(€)6t = Apa(0) + Bon(~1) + Cpa(~2) + Dpu(~3) + Epa(—4)

olup, A, B, C, D ve E katsayilarini belirlemek icin bes denklem elde ederiz.

Bunlar
A+B+C+D+E =1

—B—-2C—-3D—-4E =1/2

2C+6D+12E =5/6 (6)
—6D —24E =09/4
24F =251/30

sistemini verir ki bu geri yerlestirme ile ¢oziiliirse, (4) formiiliiniin
katsayilari elde edilir. Bu yordam belirsiz katsayilar yéntemi olarak
adlandinlir. Prensip olarak, bu yontem yiiksek basamaktan benzer
formiiller elde etmek igin ve diger bircok durumda kullanilabilir. (Kesirg
7.2, s. 482 ye bakiniz.)

Nuri OZALP (Ankara Uni.) NUMERIK ANALIZ — BOLUM 8 —  Diferensiyel Denklemlerin Sayisal Coziimleri 12 /13



4. Coklu-Adim Yéntemleri Adams-Moulton Formiilii

Adams-Moulton Formiilii

Niimerik pratikte, Adams-Bashforth formiilleri kendi baslarina ¢cok nadir
olarak kullanilmakta olup, duyarlilhigi artirmak igin, diger formiillerle
birlikte kullanilirlar. Bunun nasil miimkiin olabilecegini gérmek icin,
Denklem (2) ye geri dénelim ve kabul edelim ki 7,1 i iceren bir niimerik
tiimleme formiilii kullaniyoruz. Bu durumda, Denklem (3)

Xpt1 = Xp + afn+1 + bfy +cfpo1 + -+ (7)
formunu alir. Bu tipten bir formiil, 5. basamaktan Adams-Moulton
formiilii olarak bilinen

h
X1 = X+ 2o [251Fn41 + 646, — 264f,1 +106f, 2 — 19%,3]  (8)

formiiliidiir. Bu formiil de belirsiz katsayilar yontemi kullanilarak
tiiretilebilir. Dikkat edilirse, formiil ¢c6ziimii elde etmek icin dogrudan &
kullanilamaz, ciinkii x,41 denklemin her iki tarafinda da bulunmaktad
Hatirlarsak, f;, (t;, x;) ye karsilik gelmektedir ve bu nedenle f, 1 teri

I P [T PSR T D IPRSURUU SR AURpRUIY PRUU FrY I i DURI P T U 1 Py PP
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