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5. Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler

Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler

Birinci basamaktan bir diferensiyel denklem sisteminin standart formu

x{ = f(t, x1, %2, ..., Xp)
Xy = f(t,x1, X2, .. Xn)

/

X} = fu(t, X1, X2, .., Xp)

dir. Bu sistemde, x1, x, ..., x, belirlenecek olan n tane bilinmeyen
fonksiyondur. Bunlar tek bagimsiz degisken t nin fonksiyonlaridir ve x/
notasyonu dx;/dt tiirevini géstermektedir.
Sistem (1),

X' = F(t,X)

seklinde yazilabilir. Burada, X = (x1,...,x,)" F
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5. Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler

Yiiksek basamaktan bir diferensiyel denklem birinci basamaktan bir
denklem sistemine doniistiiriilebilir. Kabul edelim ki bir diferensiyel
denklem

Yy =F(ty,yy", Ly

formunda verilsin. Burada, kuskusuz, tiirevler t ye goredir, yani
y) = dy/dt’ dir. Buna gbre yeni

X1 =Yy Xo = y/ X3 = y” e Xy = y(n_l)

degiskenlerini tanimlayalim. Bu yeni degiskenler, birinci basamaktan

I
/ = x4

b
|

x) = f(t,x1, X2, X3, ..., Xp)

denklem sistemini saglar. Bu, (1) ile verilen formda bir sistemdir.
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(sint)y” + cos(ty) +sin(t> +y") + (y')3 = logt

y(2) =17
y'(2) =3
y'(2) = -4

baslangic-deger problemini, baslangic degerleriyle birlikte, birinci
basamaktan bir sisteme doniistiiriiniiz.

V.

Yeni degiskenler x1, xo ve x3 ii su sekilde alalm: x; =y, xo = y' ve
x3 = y". Boylece, X = (x1,%2,x3)| yi yoneten sistem

x| = X2
X5 =x3
5% — [Iogt —x23 —sin(t? 4+ x3) — cos(txl)] /sint

olup, t = 2 deki baslangi¢ kosullari X(2) = (7,3, —4)T dir.
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B e A e e L) L
(X//)2 +te¥ +y =x —x
y'y" —cos(xy) +sin(tx’y) = x

sistemini birinci basamaktan bir sisteme doniistiiriiniiz. Bu 6rnekte
baslangi¢c kosulunu ihmal ediyoruz.

Yeni degiskenler x, = x, xp = X' ve x3 = y, x4 = y' alindiginda, sistem

; 1/2
X = (xg — x1 — xa — te™®) /
/

x5 = [x1 — sin(txax3) + cos(x1x3)] / xa

sekline déniisiir.




5. Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler

Teorik bakis agisindan, Sistem (1) deki denklemlerin t yi agik olarak
icermemesi genelligi bozmaz. Yani, yeni bir xg = t degiskeni tanimlayarak,
sistemi

X;:f(Xo,Xl,...,Xn) (2)

formunda yazabiliriz. Bu yeni degisken icin diferensiyel denklem, basitce
x, = 1 olur. Bu pargayla birlikte (2) denklem sistemini, t nin agik olarak
gorinmedigi

X' = F(X)
formunda yazabiliriz. Burada, X = (xo,xl, ...,xn)T dur. Bu tip bir sisteme
otonom denir.
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(sint)y” + cos(ty) +sin(t> +y") + (y')3 = logt

y(2)=7
y'(2)=3
y'(2) = —4

baslangic-deger problemini, baslangic degerleriyle birlikte, birinci
basamaktan bir sisteme doniistiiriiniiz.

xo =1t x1 =y xo=y vexs=y" alahm. Béylece, yeni sistem

/
xg=1
x| = X2
X5 =x3

xj = [logxg — x3 — sin(x¢ + x3) — cos(xox1)] / sinx

ve baslangic kosulu X = (2,7,3, —4)T olur.

o .
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5. Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler  Sistemler Icin Yéntemler

Sistemler I¢in Yontemler

Taylor-serisi yéntemi, birinci basamaktan sistemlere de uygulanabilir. Her
bir degisken icin kesilmis Taylor serisini

h h h™ “(n
xi(t -+ h) = xi(8) + hxf () + ! (8) + 5" (8) + oo+ mx,-( (1)
seklinde, veya vektdr formunda
h? h3 h"
X(t+h) = X(t) + hX'(t) + jx”(t) + §x“’(t) 4+ wa(t)

seklinde yazalim. Burada goriinen tiirevler diferensiyel denklemden elde
edilebilir. Genellikle, bir bilgisayar programinda kullanilirken, bu tiirevler
belli bir sirada hesaplanmalidir. Bir adimda gereksinim duydugumuz bir
degerin bir 6nceki adimda hesaplanmis olmasindan emin olmaliyiz.
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Asagidaki baslangic-deger problemi icin 3. basamaktan bir Taylor-serisi
algoritmasi yaziniz. |h| = 0.1 kullaniniz ve ¢6ziimii —2 < ¢t < 1 araliginda
hesaplayiniz.

X' =x+y?—8 x(1)=3
y' =y +x3+cost y(l)=1

girdit<— 1, x<— 3,y 1,h«— —01, M« 30;
k=1den M ye dongii
X —x+y> =13 y — y+x3+cost;
X” — X'+ 2yy" —3t% y" — y' +3x°x" —sint
X" — x”—|—2yy”—|—2( N2 —6t; y" «— y" +6x(x")? 4+ 3x°x" — cos t
x — x+ h(x + h(x”—{— zh(x")));
y—y+hly' +; h(y"+ h( )
t—t+h
akti k, t, x, y
déngii sonu I
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4. basamaktan Runge-Kutta formiilii, vektor formunda

X(t+h)=X(t)+:(FL+2F+2F+ Fy)

diir. Burada
F hF(X)
F = hF(X + %Fl)
F = hF(X—l— %Fg)
F hF (X + F3)
diir.




5. Sistemler ve Yiiksek Basamaktan Denklemler  Sistemler Icin Yéntemler

Adams-Bashforth-Moulton kestirici-diizeltici yontemi:

X*(t4h) = X(t)+ %[1901F(X(t))-2774F(X(t _ )

+2616F (X (t — 2h))-1274F (X (t — 3h))+251F (X (t — 4h))]
X(¢) + %mw(x*(w h)) + 646F (X (£))
—264F (X (t — h)) + 106F (X (t — 2h)) — 19F (X (t — 3h))].

X(t+h)

Tek denklem durumunda oldugu gibi, bir tek-adim yordami, 6rnegin 5.
basamaktan Runge-Kutta yontemi

X(to+h) X<t0+2h) X<t0—|—3h) X(t0—|—4-h)

baslangic degerlerini saglamak i¢in kullanilabilir.
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