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6. S¬n¬r-De¼ger Problemleri At¬̧s Yöntemi

S¬n¬r-De¼ger Problemleri; At¬̧s Yöntemi

·Inceleyece¼gimiz iki-nokta s¬n¬r-de¼ger problemi�
x 00 = f (t, x , x 0)
x(a) = α x(b) = β

(1)

d¬r. Bu problemi ele alman¬n do¼gal bir yolu, buna ilişkin başlang¬ç-de¼ger
problemini uygun bir tahmini x 0(a) başlang¬ç de¼geri ile çözmektir.
Buradan, x(b) = β olaca¼g¬n¬umarak, yaklaş¬k bir çözüm elde etmek için
denklemi integralleyebiliriz. E¼ger x(b) 6= β ise, bu durumda x 0(a)
tahminimizi yenileyerek tekrar deneyebiliriz. Bu sürece at¬̧s denir ve bu
at¬̧s¬(tahmini) yapman¬n sistematik yollar¬vard¬r.
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6. S¬n¬r-De¼ger Problemleri At¬̧s Yöntemi

x 0(a) tahmini de¼gerini z ile gösterelim. Böylece karş¬l¬k gelen
başlang¬ç-de¼ger problemi�

x 00 = f (t, x , x 0)
x(a) = α x 0(a) = z (2)

dir. Bu başlang¬ç-de¼ger probleminin çözümü xz ile gösterilecek. Hedef
xz (b) = β olacak şekilde z yi seçmektir.

φ(z) � xz (b)� β

al¬rsak, hede�miz basitçe φ(z) = 0 denklemini z ye göre çözmek olur.
Bunun için, fonksiyonel iterasyonun yan¬s¬ra; yar¬lama, kiriş ve Newton
yöntemlerinin hepsi uygundur. φ hesaplanmas¬pahal¬bir fonkiyondur,
çünkü φ(z) nin her de¼geri bir başlang¬ç-de¼ger probleminin nümerik çözümü
sonucunda elde edilir.
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6. S¬n¬r-De¼ger Problemleri Kiriş Yöntemi

Kiriş Yöntemi

Bir φ(z) = 0 denklemini çözmek için kiriş yöntemi

φ(z)� φ(z2) =
�

φ(z1)� φ(z2)
z1 � z2

�
(z � z2)

idi. E¼ger, φ(z3) = 0 olacak şekilde bir z3 seçersek

z3 = z2 �
�

z2 � z1
φ(z2)� φ(z1)

�
φ(z2)

elde ederiz. Bu yordam,

zn = zn�1 �
�

zn�1 � zn�2
φ(zn�1)� φ(zn�2)

�
φ(zn�1) (3)

iterasyonu ile bir z1, z2, ..., zn dizisi elde etmek için tekrarlanabilir. Böylece
φ(zn) < ε olacak şekilde zn bulundu¼gunda (2) nin xzn çözümü (1)
probleminin de çözümü olur.

Nuri ÖZALP (Ankara Üni.) NÜMER·IK ANAL·IZ � BÖLÜM 8 7�! Diferensiyel Denklemlerin Say¬sal Çözümleri 4 / 9



7. S¬n¬r-De¼ger Problemleri Sonlu Farklar

S¬n¬r-De¼ger Problemleri; Sonlu Farklar

·Iki-nokta s¬n¬r-de¼ger problemine bir başka yaklaş¬m, t-aral¬¼g¬n¬n bir
başlang¬ç ayr¬klaşt¬r¬lmas¬n¬ve akabinde türevler için yaklaş¬m formüllerinin
kullan¬lmas¬n¬içerir. Şu iki formül özellikle kullan¬̧sl¬d¬r:

x 0(t) = (2h)�1[x(t + h)� x(t � h)]� 1
6h
2x 000(ξ) (1)

x 00(t) = (h)�2[x(t + h)� 2x(t) + x(t � h)]� 1
12h

2x (4)(τ) (2)

Çözece¼gimiz problemin �
x 00 = f (t, x , x 0)
x(a) = α x(b) = β

(3)

oldu¼gunu varsayal¬m. [a, b] aral¬¼g¬a = t0, t1, t2, ..., tn+1 = b noktalar¬yla
parçalans¬n. Bu parçalanma eşit aral¬kl¬olmak zorunda de¼gildir, fakat
pratikte genellikle eşit al¬n¬r.
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7. S¬n¬r-De¼ger Problemleri Sonlu Farklar

Basitlik için

ti = a+ ih 0 � i � n+ 1 h = (b� a)/(n+ 1) (4)

kabul ediyoruz. x(ti ) nin yaklaş¬k de¼geri yi ile gösterilsin. Bu durumda (3)
ün ayr¬k (diskret) versiyonu8<:

y0
h�2(yi�1 � 2yi + yi+1)

yn+1

= α
= f (ti , yi , (2h)�1(yi+1 � yi�1)) (1 � i � n)
= β

(5)
olur. f lineer de¼gilse çözmek zor!
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7. S¬n¬r-De¼ger Problemleri Sonlu Farklar

Fakat, e¼ger f nin x ve x 0 ne göre lineer oldu¼gunu kabul edersek, bu
durumda f

f (t, x , x 0) = u(t) + v(t)x + w(t)x 0 (6)

formunda olur. Böylece, Sistem (5)8<:
y0

(�1� 1
2hwi )yi�1 + (2+ h

2vi )yi + (�1+ 1
2hwi )yi+1

yn+1

= α
= �h2ui (1 � i � n)
= β

(7)

formunda bir lineer denklem sistemi olup kolayca çözülür. Burada,
ui = u(ti ), vi = v(ti ) v.s. yazd¬k.
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7. S¬n¬r-De¼ger Problemleri Sonlu Farklar

Teorem (S¬n¬r-De¼ger Probleminin Çözümünün Varl¬¼g¬ve Tekli¼gi)

[a, b] aral¬¼g¬nda 8<:
x 00 = f (t, x , x 0)
c11x(a) + c12x 0(a) = c13
c21x(b) + c22x 0(b) = c23

s¬n¬r-de¼ger problemi tek bir çözüme sahiptir, e¼ger;
1. f ve k¬smi türevleri ft , fx ve fx 0 , D = [a, b]�R�R bölgesinde sürekli
ise
2. D de, fx > 0, jfx j � M ve jfx 0 j � M ise
3. jc11j+ jc12j > 0, jc21j+ jc22j > 0, jc11j+ jc21j > 0 ve
c11c12 � 0 � c21c22 ise.
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