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VEKTORLER




Kapsam

BayuklUk yaninda ayrica yon bilgisi iceren diger fiziksel niceliklere ise “vektérel”
nicelikler diyoruz.

Yer-degistirme, hiz, ivme, kuvvet bunlardan bazilaridir.
Bu bolum kapsaminda, asagidaki konulara deginecegiz:
* Vektorleri geometrik toplama ve cikarma islemi,
» \Vektorleri bilesenlerine ayirma ve birim vektér notasyonu,
* Bilesenler yardimiyla toplama ve ¢cikarma,
* Bir vektérin bir skaler ile carpilmasi,
* |kivektdrin skaler (dot veya nokta) carpimi,
o |ki vektorin vektdrel (cross) carpimi



Vektorler

Cevremizdeki bayuklikler, alan, hiz, hacim, kitle vb. genellikle skaler ve vektorel buyilikliikler:
olarak adlandiriimaktadir.

Skaler: Sadece fiziksel blyUklGgia tanimlamak icin kullanilan sicaklik, kiitle, alan gibi degerlere
skaler adi veriyoruz.

Vektor: Fiziksel bayakltgi, yoni ve dogrultusu olan hiz, ivme, kuvvet ve moment gibi degerleri
tanimlamak icin kullanilanlara vektor diyoruz.

Vektorel ifadeleri skalerden ayirmak icin ya Gizerinde bir ok ( F ) veya koyu olarak (F) gosterilir.

Skaler blyukltkler icin gecerli olan dort islem (toplama, ¢ikarma, carpma boéime) ve diger
matematiksel (tlrey, integral) islemler vektorler icinde vektorlere 6zel yontemlerle
yapilabilmektedir.



Vektor Gosterimi

Muihendislik mekaniginde statik konusunun en 6nemli
kavrami vektorlerdir. Vektorler sekildeki gibi bir ok
ile belirtilir ve lizerine blyuaklaga yazihr.

Biz derslerimizde vektor lizerinde ok isaretinin
bulundugu yere vektorin basi, noktanin P
bulundugu baslangic¢ yerine ise vektoriun kuyrugu \
diyecegiz

A

Vektdrin baslangic noktasi: Vektorel blytklagin uygulandigi noktaya uygulama ya da baslangic noktasi
denir. Yukaridaki vektorin uygulama noktasi A noktasidir.

Vektorin buyaklugl: Vektorin sayisal degerine o vektorin bayukligla denir. Sekilde verilen vektorinin
baydkligt a = AB olarak yazilir.

Vektdrin yond: Dogru parcasinin ucuna konulan okun yonindedir. Sekildeki vektortin yonu A' dan B' ye
yoneliktir.



A noktasindan B noktasina hareket eden bir cismin yer-
degistirme vektdri A noktasindan B noktasina cizilen
bir okla gosterilir.

als Sekilde Adan Bye, A'den B'ne ve A"nden B" ne
cizilen vektorlerin buyuklukleri ve yonleri aynidir.

Vektorler, buyuklukleri ve dogrultular

A
. T degistiriimeden istenildigi gibi kaydirilabilir.
ol /
/ A
A

Kitaplarda vektorler sembolik olarak iki sekilde
gOsterilir:

 niceligin Uzerine bir ok cizilir: r
 nicelik koyu yazilir: r

Be

Vektorin blyakliga asagidaki gibi gosterilir: |7



Vektor Islemleri

* Vektorlerin Esitligi

e Bir Vektorin Negatifi

e Vektorin Tasinmasi

* Vektorlerin Toplanmasi

* Vektorlerin Cikarilmasi

* Vektorin Bilesenlerine Ayrilmasi

* Vektorian Buyukliginin Bulunmasi

* Vektorin bir eksenle yaptigl aginin bulunmasi
Vektorlerin bilesenleri cinsinden toplanmasi

Vektorlerin Carpilmasi

1. Bir Vektorun Bir Skaler ile Carpilmasi

2. Iki Vektoriin Skaler (dot veya nokta carpim)
Carpilmasi

3. Iki Vektoruan Vektorel Carpilmasi

Vektorlerin Skalerle Bolunmesi
VEKTOR VEKTORE BOLUNMEZ !!!



Vektor islemleri

VEKTOR CARPMA VE BOLME ISLEMI

Vektor capma ve bolme islemi
vektorin dogrultusu ve
buyuklGguntn carpma, bolme
oraninda degismesi demektir.

Eger carpan veya bolen negatif
degerde ise dogrultu ayni kalir ancak
yon tersine doner.
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Vektor cikarma

2K o /K,

Vektor cikarma islemi sadece ayni dogrultuda fakat ters yonde olan vektorler icin gecerlidir.

Sonug vektorin dogrultusu ayni kalir ancak yonu cikarilan vektorlerden biyik olanin yoni olur, bayuklik
ise iki vektorun farki kadar olur.

Dogrultu farkl ise yonu ne olursa olsun vektorler toplanirlar.
(Eger vektor negatif ise yonu ters cevrilerek toplanir)



Vektorlerin toplanmasi

* Ayni dogrultu ve yondeki vektorlerin toplamasinda ise dogrultu ve yon
ayni kalir bayuklik toplam degerin buyukliglu kadar olur
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Vektorlerin toplanmasi (Paralel kenar yontemi)

. Vektorlerin grafiksel olarak toplanmasi icin iki
metod vardir. Birincisi paralelogram metodu
kullanilarak toplanmasi metodudur.

. Parelelogram ¢izimi asagidaki gibidir.
1. Once vektoérlerin kuyruklari birbirleri ile
cakistirihr
2. Sonra vektorin birinin basindan diger vektore
paralel yardimci bir gizgi cizilir
3. Sonra ikinci vektoriin basindan diger vektore

paralel bir yardimci gizgi gizilir.

4, Vektorlerin gakigik kuyruklarindan gizilen
yardimci gizgilerin kesistigi noktaya bir vektor

cizilir.

5. Bu vektorin kuyrugu diger vektorlerle gakisik
olan yerde, basi ise kesisim noktasinda olur.

6. iki vektdriin toplami olan bu vektdriin biyukligi

kuyruk ile bas arasindaki buyuklik, yoni ise
ortak cakisma noktasi ile kesisim noktasi
arasindaki yondur




Vektorlerin toplanmasi (poligon yontemi)

ikiden fazla vektoriin toplanmasi gerekiyorsa
uygulanacak yontem:

9
A
9
1.  Once herhangi iki vektor anlatiimis olan \EL

yontemlerden birisi ile toplanir.

2. Sonra Ugilncl vektor ilk iki vektorin —E
toplamiile toplanir.

3.  Eger daha baska vektor varsa o da son
bulunan toplam vektor ile toplanir.

ES >
4.  Yukarida anlatilan islemler sadece tek bir s
toplam vektér kalincaya kadar devam
eder.
C

ikiden fazla vektoriin toplanmasinda en kolay yol

Ucgen metodudur. Bu uygulama ile 6nce tim
vektorler birinin kuyrugu 6tekinin basi ile =
cakisacak sekilde birlestirilir. En sonunda ilk A _B>

vektorin kuyrugu ile son vektorin basi
arasinda toplam vektor olusturulur.
R —>
P C

+B+C




Vektorlerin trigonometrik analizi

Paralelogram veya licgen metodu ile
vektorlerin geometrik analizinin nasil 3
yapildigini gérdik. <

Ancak geometrik analiz kolay olmakla
birlikte son derecede hassas ¢izim ve
olcme gerektirir. Bu ise her zaman
mumkin olmayabilir. SinUs yasasl

Bu durum ise ¢6zim igin trigonometrik a_ _ b __¢
hesap kullanilmasini gerektirir. SinA  SinB  SinC

Vektorlerin trigonometrik analizi icin en
fazla gereken trigonometrik formuller
sinls ve kosinus kanunlaridir.

Kosinus yasasil

c:\/a2 +b? —2ab*cosC




HANGI KOSULLARDA HANGI yasa KULLANILIR
Herhangi bir Gicgende Ucl aci gl de kenar olmak lGzere 6 deger bulunur.
Bunlardan herhangi G¢lnin bilinmesi diger tGgunin bulunmasi igin yeterlidir

(Sadece Ug acinin bilinmesi durumu haric)

c=+/a’ +b%—2ab*cosC

2 2 2
C=cos| 2 +b—c
2ab



Vektorlerde Geometrik Toplama
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Iki vektor arasindaki aci 8 olmak tizere s vektoriinin biyUklagu :

s? =a®+ b?+ 2(a)(b)cosb



b
Eger bilinenler iki kenar ve bunlarin arasinda Q
olmayan bir aci ise (kenarin karsisindaki aci ise)

Veya

Bilinenler iki agi ve sadece bir kenar ise
SinUs yasasi kullanilir: ‘
a b ¢ ‘ §
SinA  SinB  SinC

Eger bilinen tek kenar bilinen iki aginin ‘

arasindaki kenar ise i¢ agilar toplami 180
derece oldugundan dnce bilinmeyen agi s

bulunur sonra sinis yasasi ile diger
bilinmeyenler bulunur ‘




DiK UCGEN FORMULLERI

Vektorlerin hesaplanmasinda diger 6nemli
trigonometrik formuller orta 6grenim yillarindan
ogrenmis oldugunuz dik t¢gen kanunlaridir. Bunlar;

Pisagor kanunu:
Dik kenarlarin karesini toplami hipotenUstn karesine
esittir.

aZ+b?=c?

Siniis kurali:
Karsi dik kenarin hipoteniise orani aginin sinistine
esittir.

sin® = a/c

Kosinis Kurali:

Komsu dik aginin hipotenise orani aginin kosintsinu
verir

cosB= b/c
Tanjant kural:

Karsi dik kenarin komsu dik kenara orani aginin
tanjantini verir.

tanB©=a/b




Zaman zaman problemlerde vektor acgilari derece
cinsinden degil dik kenarlar cinsinden verilerek
problemlerin daha kolay ¢ozlilmesi
saglanmaktadir.

Ornek olarak yandaki sekilde F vektdriiniin acilari
dik kenar cinsinden verilmistir.

Burada F’ degerini bulmak icin F degerini cosO ile
carpmak yerine cosO ya esit olan b/c ile capilr.

F’ degerinin x ekseni tzerindeki bilesenini bulmak
icin F’ sinP yerine F’(d/e) ile carpilir.

F’ degerinin y ekseni tGzerindeki bilesenini bulmak
icin F'cos B yerine F'(f/e) ile carpilir.

F degerinin z ekseni Uzerindeki bilesenini bulmak
icin Fsin® yerine F(a/c) ile carpilir.
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Analitik Metot

Bir vektoru (birbirine dik dogrultularda) kartezyen koordinat sisteminde iki bilesene
ayirmak mumkundur. Vektortin eksenlerden birisi ile yaptigi agi 0 ise .Vektor sin(0) ve
cos(0) ile carpilarak dik koordinatlardaki izdusumu bulunabilir. Sekil’de goruldugu gibi
vektor x ve y eksenleri yonunde bilesenlere ayrilabilir.

Ya

Sekil de bir kuvvet igin yapilan bu bilesenlere ayirma birden fazla vektor iginde yapilabilir.
Sonra bu bilesenler cebirsel olarak toplanirlar. Biitiin vektorlerin x yoniindeki bilesenleri Rx

F, ve y yoniindeki bilesenleri Ry  olmak iizere bu islemler birden ¢ok kuvvet i¢in yapilmis ise,
»x DR =E ot Basbusnnn +E
DY SR T Sk — + Fuy

Vektorlerin toplami

, B a 2Ry
R| =[Z(Rx)2 +Z(Ry)-]5 ve o =tan’’ %Rx

ifadeleri yazilabilir. Eger R=0 ise ZRx =0 ve ZRy =0 olmasi1 gerektigi toplamanin

ozelliginden goriilmektedir.



Ornek 1:

'

F,. =95c0s30=82.3N
F,, =62cosl5=-599N

D> F, =224N

F =4/(22.4) +(63.16)> =67,43 N

F,, =95sin30 = 47.5N
F,, =62sin15=16.IN

D> F, =63.6N

a =tan~ (63.6/22.4)
a = 70,6




Bazi skaler ve vektorel bayukliukler

Mesafe skaler metre, m
Kitle skaler kilogram, kg
Sicaklik skaler kelvin, K
Basing skaler paskal, Pa

is skaler joule, J
Eneriji skaler joule, J

Yer degistirme vektorel metre, m

Kuvvet vektorel newton, N
Hiz vektorel m/s

ilvme vektorel  m/s?

Guc¢ skaler J/s, W

Moment vektorel Nm



Ornek 2:

Vektorler igin iki tanim bulunmaktadir

1. Vektorel deger tanimi: Bu tanim vektorin
dogrultusu ve yonina belirtir. Uzerinde ok isareti
bulunur.

—

Ornek; F=(3i-5j+6k)N

Burada

i: degerin x ekseni tzerinde karsiligi bulundugunu
j: degerin y ekseni Gzerinde karsiligi bulundugunu
k: degerin z ekseni tGzerinde karsiligi bulundugunu
gosterir

2. Vektorin skalar buylklik tanimi :
Bu buyuklik vektorin x,y,z eksenleri Gzerindeki
degerlerin karelerinin kare kokline esittir. Bu
gosterimde ok isareti bulunmaz.

F=x’+y*+7

Yukaridaki 6rnek icin F vektoriniin skalar buyakliga

F=13+(-5’+6° =F=837N

emt—— N ———

o

<
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Sag el kurali:

Uzayda vektorler Uc dik eksendeki bilesenlerine yazmak ve bunun icin birim vektorleri
tanimlamak gerekmektedir.

Bu vektorler sirasiyla x,y,z eksenleri boyunca i, j, k olarak gosterilir.

Bu vektorlerin boylari bir birimdir.
y _ Bir skaler ile bir vektorin
Sag el kuralr: . : .
carpiminda ayni yonde bir vektor
vermesi tanimindan, uzaydaki bir
vektdra asagidaki gibi yazabiliriz.




Yon kosinusleri 4

Sirasiyla x, y, z eksenleri ile vektorun
yaptigi acilar sirasiyla (a), (B), (y) acilarinin
yon kosinusleri ile tanimlanirlar:

Bunlar; cos(a), cos(B), cos(y) dir.

F= Ei+Fj+Fk

|F| = \/F,f+ E*+ F*

Cos’(a)+ Cos*(B)+ Cos*(y) =1

F
Cos(a)=—=

7]

F
Cos(B)=

Cos(y) ==

]



Eger koordinat eksenleri vektorun baslangicinda gegmiyor ve baslangi¢c noktasi
A(x1, y1, z1) ve bitim noktasi B(xz, yz, z2) olarak verilmig bir r vektort soyle yazilabilir.

7 A B[\ Y2, Z2)

¥ =L _x.-!);-l-(yﬁ _y_4}}+(23 —z,)k

/

A(Xy, Y15 Z1)

> Y r =(x2—x,}17+(y3—y!)}+(22—21);’z

|}‘|=\/(X:, 'x])z +(Y2'Y1)2 +(z, -z, ]'2

AB dogrusu pargasi icin birim vektor:



Vektorlerde carpma islemi

Bir skalerin bir vektorle carpimi
iki vektoriin skaler carpimi
Iki vektoriin vektorel carpimi

a
b
C
d) ikiden fazla vektortn skaler ve vektorel carpimi

)
)
)
)



a ) Bir skalerin bir vektorle ¢carpimi
Skaler say! a olsun vektor F ise skaler carpim, F = ar olarak yazilabilir. Burada F
vektorunun siddeti, a skaleri ile r vektorunun siddetinin carpimina esittir.

F’ nin dogrultusu r ile ayni olup,

a>0 ise F vektord r vektoru ile ayni yonde
a<0 ise F vektoru r vektoru ile tersi yonde
a=0 ise F vektoru bir noktaya donusur.

Ornek 2:
F =50 —7] +15k olarak verildigine gore 2 F ve (-4 F ) nedir?
Coziim:

2F=10i —14 +30k ve -4F =—20i + 28] — 60k *dir.



b) iki vektoriin skaler carpimi
Verilen iki vektor A ve B olsun. Bu iki vektoran skaler carpimi;

0A= A4

OB=HB
OH=0D=Aco0s0

AB=ABcos(0)=AB, +AB, +AB.

A skaler carpim B diye okunur.
AB skalerdir.

Sekildeki tarali dikdortgenin alanini verir.

Eger iki vektor birbirine dik ise 8=90° ve cos90=0 oldugu icin skaler carpim sifir olur.
Diger bir ifade ile skaler carpimlari sifir olan iki vektor birbirine diktir.



0 =0°, cosO = 1 olur. Skaler carpim, bu iki vektériin siddetleri carpimina esittir.
B birim vektor ise, skaler ¢carpim A nin B dogrultusundaki bileseninin siddetini verdigi
sekilde gorilmektedir (OH=Acos 0)

Yukaridaki agiklamalardan 1,j,k birim vektorlerinin skaler ¢arpimi séyle yazilabir.
5 My B (R G (e 00
Birim vektorler cinsinden verilmis iki vektor.
A=Ai+Aj+Ak veB=Bi+B j+Bk
olsun bu iki vektoriin skaler ¢carpimi;
AB=AB_+A,B, +AB, olur.

Skaler ¢arpim (.) ile gésterilmektedir.Bir vektdriin kendisiyle ¢arpimu:

AA=A =42+ A2+ A2 veya A= [A}+ A + A7 "dur.

Buradan sdyle diyebiliriz. Bir vektoriin siddeti kendisiyle skaler carpiminin karekokiidiir.



Ornek 3:

A =7i -8 +3k vektériiniin B =2/ —6 + 3k vektdrii yoniindeki bilesenini bulunuz.
B=Bb seklinde yazarsak b birim vektoriinii hesaplayabiliriz.
B=(4+36+9)"?=7 ise, b = %(2? — 6 + 3k )’dir.

Ab = %((7).(2)+(-6).(-8)+(3)(3))=% =10.15 bulunur



iki vektoriin vektérel carpimi

Bilinen iki vektor, A=A + A_J + A__.‘; ve B=B.i+ B}_} + BZI; olsun, bu iki vektoriin
vektorel carpimai;

C = AxB

olarak yazilir ve A vektorel carpim B diye okunur. Burada ¢arpim yine bir vektordiir. C
vektoriiniin siddeti;

C=A.B.Sin0’ dir.

ve A-B vektorlerine diktir. Yonii sag el kuralina gore bulunur. Sekil 2.11° de sag el kurali ve
iki vektoriin vektorel ¢carpimindan elde edilen C vektorii ve yonii goriilmektedir.

(2
S

N




iki vektoriin vektérel garpimi

Y-C=BxA

Burada sirasiyla x,y,z yonlerindeki birim vektorler 1,j,k ise bu vektorlerin vektorel carpimi

ixi = jxj = kxk =0 ve

ixj=k, kxi=j, jxk=i tersiise

jxi ==k, ixk=—j, kxj=—i’dir.



iki vektoriin vektérel carpimi

Vektorel carpimda carpma sirasi onemlidir.
AxB=-BxA

Paralel iki vektoriin ¢arpimu sifirdir.

Bir bagka ifade ile ¢arpimlar1 sifir olan iki vektoriin, vektorel ¢arpimu sifir ise
bu iki vektor paraleldir.

Geometrik olarak vektorel carpim; ¢arpilan iki vektoriin meydana getirdikleri
paralel kenarin alani olarak tanimlanabilir.

Iki vektdr birim vektorler cinsinden verilmis ise bu iki vektdriin vektorel
carpimi asagida verilmistir.

C=AxB=(A,i+A,j+Ak)x(B,i+B,j+B.k)



iki vektoriin vektérel carpimi

Bu ¢carpimin sonucu asagidaki matrisin determinatinin acilimidir.

X

|~ - I

j ok
A, A|=(A,B,—AB)i—(AB —AB)j+(4B,-A4,B)k
B, B.

X

Soru: Determinanti ¢ozunuz.

1 2 3
D=4 5 6|=?
7 8 9




Vektorlerde onemli noktalar

Bir skaler pozitif yada negatif olan sayisal bir degerdir.

Bir vektor yonu ve buyutkligi olan bir niceliktir.

Bir skalerle carpilan yada boélinen bir vektor vektorun buayukliagiuna degistirir.
Eger skaler negatifse, vektor yon degistirir.

Eger vektorler ayni yonde ise, sonuc skaler toplam olarak hesaplanir.



Kaynak:
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http://www3.ul.ie/~mlc/support/Loughborough%20website/chap9/9 4.pdf
http://www3.ul.ie/~mlc/support/Loughborough%20website/chap9/9 5.pdf
http://www3.ul.ie/~mlc/support/Loughborough%20website/chap9/9 6.pdf
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