SONLU FARK YONTEMLERI )
SONLU FARK YONTEMLERI

SFY-A.Thom(1920) tarafindan “kareleme metodu” olarak gelistirildi.

Sonlu farklar teknigi diferensiyel denklemleri-sonlu fark denklemlerine doniistiiriir. Bu sonlu
farklar yaklasimi cebirsel formdadir.Bu cebirsel denklemlerde ¢6ziim bolgesinde, bazi komsu
noktalardaki degerlere baglidir.Bu nedenle sonlu farklar ¢éziimii temel olarak su li¢ adimda
yapilir.

(1)Coziim bolgesi diigiim noktalarindan olusan bir grid’e boliiniir.

(2(Coziilen diferensiyel denklemin sonlu farklar esdegeri bir yaklasimla elde edilir.Bu
denklem bir noktadaki bagimli degiskenler cinsindendir.

(3)Diferensiyel denklem,belirlenen sinir/veya baslangi¢ kosullar1 kullanilarak ¢oziiliir.

En genel 2-B problemlerde kullanilan gridler:
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Tek uzaysP ARABOUIKKRDLERINSANLYF ARKIAR ILE COZUMU
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Bunun esdeger sonlu farklar yaklasimi

k ¢(Ia J +1)_¢(Ia J) — ¢(| +1a J)_2¢(|9 J)+¢(I _13 J)
At (AX)?

Burada x=1Ax ,i=0,1,2,...,n
t=j At j=0,1,2,...

Zamana gore tiirev i¢in ileri farklar,mekana gore 2.tlirev i¢in merkezi farklar kullanildi.

= > kisaltilmasi kullanilirsa
AX

¢, j+ D =rg(i+1, ) +A=-2ng(, )+ rei -1, j)



Bu acik formiil(explicit formiila) @#(X,t + At) oldugunda @(x,t) yerine ¢oziiliir.Bu nedenle ilk
t-zamanda ¢ degeri (t=At ),siir ve baslangic kosullar1 kullanilarak hesaplanilir.Daha sonra
t=2 At zamandaki ¢ degeri kullanilarak hesaplanilir.Bu islem ardigik devam eder.

t
A

- AX - X
1% AX
iki bagimsiz degisken x,t igin sonlu fark ag1.

(3.13) denkleminin bir grafik ile agiklarsak,hesaplama noktalari(computational molecule-
node)bir dikdortgen grid kullaniliyorsa ve i¢i dolu noktalar ¢ *nin bilindigi bos noktalar ise
bilinmedigi nokta ise
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i-1 1 i+1 i-1 1 i+1

1 1 ..
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Duragan bir ¢6zlim i¢in veya hatalar1 azaltmak i¢in,r-nin degerini belirlemek i¢in 6zel caba
gosterilmelidir.(13)denklemi eger (1-2r) degeri negatif gegilse gecerlidir.Bu kosul i¢in

0<r< % olmalidir.Eger rZ% secersek ¢(i, j+1) = %¢(i +1 ))+¢(i—1, ) r'ye bagh duraga

¢Oziim bulmak i¢in,zaman araligi, At “renders” acik formiilii etkili olmaz..Formiil uygulamak
icin basit olmasina ragmen,hesap siiresi uzundur.
Crank veNicholson(1974) tarafindan “implicit” formiil dnerilmistir.Bu formiil biitiin sonlu r

T . L. 0@
degeri i¢in gegerlidir.Eger pve

formiilii j ve (j+1) inci zaman adimlar1 ,le merkezi farklar ile

yazilirsa



k¢(i,j+1)—¢(i,j):l ¢(i+1,J')—2¢(i,J')+¢(i—1,j)+¢(i+1,j+1)—2¢(i,j+1)+¢(i—1,j+1)
At 2 (AX)* (AX)*

Bu yeniden yazilirsa

—rg(i—Lj+D)+20+0)gG, j+ D) —rgi+1L j+ D) =rg(i—1, j)+2(1—-r)g(i, )+ rgi +1, i),{f = ki%}

Denklemin sol tarafi ii¢ bilinen degerden olusmakta sag taraf ise ¢ 'nin bilinmeyen
degerlerinden olusmaktadir.Bu sekil 5a’da agiklanmaktadir.
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o N i1 . . Il

.9 - ° 2 C °

1-1 1 1+1 1-1 1 1+1
r’nin sonlu bir degeri i¢in r=1 i¢in

Crank-Nicholson yonteminde hesaplama molekiilleri

Eger zaman sirasinda n-adet diigiim noktasi varsa,j=0 i¢in 15 denklemi uygulanirsa
i=1,2,....,n sonug n-adet ardisik denklem ile n-adet bilinmeyen ¢ ve bilinen baslangig ile sinir

degerleri elde edilir.
Benzer sekilde j=1 i¢in n-adet denklem ile j=0 degerleri kullanilarak ¢ ’ler hesaplanir.

Duyarlilik ve kosulsuz duraginliklarin birlestirilmesi sayesinde,daha biiyiik adimla ¢6ziim
bulunabilir.Biitiin sonlu r degeri i¢in ¢6ziim dogru olsa da,genellikle r=1 kullanilarak denklem
asagidaki forma indirgenir.Coziim molekdilleri sekil 5b dedir.

—p(i—1L j+D)+44(, j+D)—g(i+1L j+ D) =g -1 ))+o(i+1,))

Daha karmasik sonlu farklar yaklagimi,yukardakine benzer yaklagimlar kullanilarak
gelistirilebilir.

Bunlardan iki tanesi Leapfrag ve Dufort-Frankel yontemleridir.Bu yontemlerin hepsi tablo
2’de goriilmektedir.Burada son iki yontemde,iki adim sonlu farklar yaklasimi (j+1) deki ¢

hesabi icin j ve j-1 zamanlarindaki ¢ degerlerinin bilinmesi gerekir.Buna karsin ilk iki
yontem tek adim yaklasimlaridir.(Ayrinti i¢in Smith ve Ferziger).

ORNEK " diffusion Denklemi”

2
a—(é = %,0 < X <1 araliginda ¢oziimii
oX ot
#(0,t) =0,¢(1,t) = 0,t > 0 1¢in (siir kosulu)
#(x,0) =100 baslangi¢ kosulunu kullanarak ¢6ziiniiz.



COZUM:Bu problem L=1m. uzunlugunda ¢ubuktaki 1s1 dagilimu ile ilgili bir matematik
modeldir.Bu ¢ubugun uglar1 buz bloklari ile kapatilmig(veya 0°C uygulanmis) ve gubugun
ilk degeri 100°C .

Bu fiziksel yorum ile probleminiz,cubugun i¢ sicakligini zaman ve mesafenin fonksiyonu
olarak hesaplar.

Problemde acik ve kapali iki yol ¢izilir.
(a)Acik Yontem:

Basit hesap icin AX=0.1 ve I':% secersek

rax?
At =

=0.05 ,(h=1)

¢Oziimii 0 < x < 0.5 araliginda bulmak yeterlidir.Ciinkii x=0.5 de simetriktir.
Once (3.1.2) ile sinir ve baslangig degerlerini hesaplayalim.
Bu degerler sabit diigiim noktalar1 i¢in tabloda verilmektedir.

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 ...... 1.0
t 50 100 100 100 100 100 100 ...... 50
0.05 0 75 100 100 100 100
0.1 0 50 87.5 100 100 100
0.15 0 43.75 75 93.75 100 100
0.2 0 37.5 68.75 875 96.87 100
0.25 0 3437 625 82.81 93.75 96.87

1.1 [31.25 5859 7821 89.84...

#G,j+1) = %[¢(i +1, )+ (i -1, )] ile ¢6ziim.

Denklemin sinir kosullari ile analitik ¢6zimii

P(X,1) = AN 1 i ™ neokt 1
T n

k=0

Acik sonlu farklar yontemi ile analitik yontemin karsilagtirmasi yapilirsa (tablo 4) sonlu
farklar yontemi makul sonugvermektedir.Daha iyi ¢6ziim AX ve At adimlarini kiigiilterek elde
edilebilir.

(b)Kapali Yontem
AX) = 0.2 ve r=1 segelim. At = 0.04 hesaplanir.(16) denklemine gore serberst diiglim

noktalarini uygulanirsa, ¢(i, j +1) ve ¢, (i=1,2,3,4) ilk zaman igin ¢ degerleridir.
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[lk zaman adin1 i¢in 16.denklemi ile

—p(i—1L j+D)+44(, j+D)—g(i+1L j+ D) =g -1 ))+o(+1,])

—t=004de
-0+4 ¢, — ¢, =50+100 ¢ =58.13
-¢, +4¢, — ¢, =100+100 —> ¢, =82.54 hesaplanir.
-¢, +4¢, — ¢, =100+100 ¢, =72
-¢, +4¢, —0=100+50 ¢, =55.5
At = 0.08 i¢in
-0+4 ¢, — ¢, =0+82.54 ¢ =34.44
-®, +4¢, — ¢, =58.13+72 : ¢, =55.23
-¢, +4¢, —¢,=82.54+55.5 ¢, =56.33
-g,+44,-0=72+0 ¢, =32.08

*Bu islem programlanabilir ve adim aralig kiiciiltiilerek daha dogru ¢6ziim bulunabilir.

HIPERBOLIK KDD’IN SONLU FARK ILE COZUMU
En basit hiperbolik denklem 6rnek asagidaki dalga denklemi verilebilir.

)

X2 ot? »v=hiz

VZ ¢(| +1: J)_¢(I9 J)+¢(I _13 J) — ¢(Ia J +1)_2¢(|9 J)+¢(I9 J _1)
AX? At?

Burada

x=i AX t=j At i,j=0,1,2

AX

(i, j + 1) =2(1-N)g(i, j)+rlg(i + L j) + ¢ — 1, )] -G, j —1)

2
VAt .
r=| — | almirsa(aspect ratio)



¢, j + )—> @(x,t) ve dalga denkleminin agik formiilii ve ilgili sekil

J jtl
) 1 ) _]

j-1
-1 1 i1  (sekil 7)r <1 ve r=1 i¢in dalga denkleminin hesap noktalari.

Eger r=1 segilirse
¢, j+D) =g(i+1 ) +4(i-1 ) -G, ] -1) (20)

Denklem 13 ve 15 dekinden farkli olarak,tek adim yaklasimi yerine 18 denkleminde iki adim
yaklagimi kullanilmaktadir.
(20) denkleminde ise, ¢'nin j+1 hesabi i¢in j ve j-1 deki degeri bilinmelidir.Bu nedenle, 18

veya 20 denklemi i¢in ¢6zliimde ayr1 algoritmalar tiiretmeliyiz.
Yani ¢(i,1) ve ¢(i,2) yi hesaplamaliyiz.Bunun i¢in, 6nceden bir baslangi¢ kosulu
tamimlariz.Ornegin, 17 denkleminde

99
ot o
geriye faklar ile

09(x0) _ #(.H-¢0.-1) _
ot 2At

g(i.h) = ¢(i,-1)  (21)

(21) denklemi (18) de kullanilirsa ve j=0(t=0) alinirsa

o(1,1) =2(1=r)p(i,0) + r[g(i — 1,0) + (i + 1,0)] — ¢(i,1)

veya

(1) = (1-r)¢(i,0) + %[¢(i —L0)+4(i+1,0)]  (22)

(22) denklemi baslangi¢ ve sinir kosullarini kullanarak her (i,j) deki ¢ degeri (18) ile

hesaplanir.

Parabolik KDD de oldugu gibi,hiperbolik KDD’de de kapali yontemler var.Fakat hiperbolik
KDD’ler kapal1 yontemlerle sonsuz sayida eszamanli denklem elde edilir.Bu nedenle baz
basitlestirmeler yapilmadan kullanilamazlar.



Her nokta (i,j), h=ag boyutlu.
eger kaynak terim yoksa,(g(x,y)=0) denklem Laplace denklemine doniisiir.Bu durumda (25)
denklemi;

#, 1) = [900+1, )+ 9 =1, 1)+ 903§+ 1+ 4G, - D) (26)

Buradan bir nokta, onun ¢er¢evesindeki dort noktanin aritmetik ortasina esit.5. noktali
hesap(agil molekiilii) seklinde goriilmektedir.Burada degerlerin katsayilart gosterilmistir.

Eliptik denklem’e SF. yaklasimi sonucu buyuk bir cebirsel denklem sistemi elde edilir.bunlari
¢Oziimii biiyiik bir problemdir.

GENEL CEBIRSEL DENKLEM COZUMLERI (5.647)

1-) Bant dizey yontemi (gauss elimination)-Eliminasyon yontemleri

[AlX]=[B]— [x]=[A]"[B]

2-)iterative yontem
3-) genel yinelemi yontem

— JACOBI
— GAUSS-SEIDEL
— SUCCESSIVE OVER-RELAXATION (SOR)

SOR YONTEMI:

ilk 6nce (i,j) noktasi i¢in hata(residual)- R(1,J) tanimli
R(j)=¢( +1, )+ 4G =1, ) + 40, j+1) +¢(0, j =)= 44(, ) -h*g(i, j)
k’ninc1 yinelemede residual-R ¥ (i,j) ile gosterilir.Bu deger ¢(i, j) ’yi diizeltme degeri

olabilir.Gergek degere yaklastikga R * (i,j)—0 olmali.Bu nedenle ¢akisma orani gelistirmek
icin k’ninc1 yinelemeli residual’i w gibi bir say1 ile ¢arpip (i, j) ‘ye ekleyebiliriz.Boylece
k+1’inci yinelemede ¢(i, ) elde edilir.yani ;

¢k“<i,j>=¢k(i,j)%Rk(i,j) veya;

851G, ) = (i, j>+§[¢k(i F1L )+ =1, )+ G - 1) - 4G, ) - g )

31).
w- relaxation factor olarak bilinir.ydntem ise “successive over-relaxation(SOR)”.1<W<2
araliginda degisir. w=1 olursa,yontem successive relaxation adini alir.Optimum w- degeri



deneme yanilma ile bulunur.(31) denklemi i¢in baslangi¢ kosulu ¢(i, j) her serbest nokta igin
secilir.Genel olarak ¢(i, j)=0 veya sabit noktalarin averaj olarak alinir.

ORNEK:

V3V =0, 0<X, Y<I
V(X,1)=45X(1-X),
V(X,00=V(0,Y)=V(LY)=0

CcCOzZUM:

h=1/3 alalim

AV, -V, -V, -0=10
I\ —V, +4V, -0-V, =10
—V, —0+4V, -V, =10

10 10 0
0 T i i —0-V, -V, +4V, =0
0 1 3 N
0 2 4 N
0 ., U ——>
0 0 0
4 -1 -1 v, [10
-1 4 0 v, | |10
-1 0 4 v,| |0
0 -1 -1 v,| |0

AV=B= A:band dizey , V:? , B:sabit noktalardaki pot.deger

v, =3,75
v, =3,75
v, =125
v, =125
ORNEK:
V¥V = _Egs , 0<x,y<1 seklindeki grid noktalarindaki v-gerilmelerini

hesaplayiniz. g, = Xx(y —1) nc/m?,e,=1.0. (SOR-kullan).




problemin analitik ¢oziimii var.Ozellikle bu problem secildi.Hem SF.¢oziimiinii analitik
¢oziimle karsilamak icin hem de analitik ¢6ziimiin karmasik ve zor olmasina ragmen,sayisal
¢Ozlimiin basit ve sade olmasini gostermek i¢in.Gergek ¢oziim i¢in superpozisyon ilkesi
uygulanirsa,

V =V,+ V, — poisson denkleminin ¢dziimii Vv, =g =" g %
(Homejen sinir kosulu ile)

Laplace denk.¢dziimii Vv, = 0 (sekilde gosterilen homojen olmayan sinir kosulu igin)
ANALITIK COZUM
V, =V, +V, +V; +V,

= i i A sm—smnTﬂy
1

m=l n=

_ [l 0"[1 D’ ﬂ (-1)™".144ab
[(m;r/a) +("7 )J mnz

g(x,y)sin stm—ﬁy dxdy =

S e T

Aw =]

a=b=1 ve  g(xy) = -X(y-l).l()%
0

SF.¢ozlimiinde,dikdortgen optimun w(over-relaxation faktor) quadratic denklemin kiiciik
kokleri ile verilebilir.

t*w? —16Ww+16=0,t = cos(i) + cos(i)
NX Ny

NN, Yy absislerinde 6rnekleme araligi buradan;
_ 8—+/64-16t"
——
. I 1 1
li¢ durumu denersek: N, = Ny =4,12,20 Boylece A, =Ay =h _Z 220 ayrica

—g,  —x(y-110~

g y)= 9 = XODI0 T sy
e 10/
367

(S.158 vel59-¢oziim ve fortran programina bak)

SF COZUMLERININ DUYARLILIGI VE DURANLIGI (ACCURACY AND
STABILITY)
Duyarlilik = yaklasik ¢6ziimiin gergek ¢coziime yakinligi ile ol¢iliir.
Duraganlik = zaman arttik¢a ¢6ziimiin genliginin artmasinin saglanmasidir.
SAYISAL COZUMDE KACINILMAZ 3 HATA TURU VARDIR.
e MODELLEME HATASI
e KESME TALARI (AYRIKASTIRMA)
YUVARLATMA HATALARI
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Modelleme hatalar1 matematik modeli kurarken kullanilan bir¢ok yaklagimda
kaynaklanir.Ornegin dogrusal olmayan bir sistemi dogrusal bir KDD ile tanmimlanir.
Kesme hatasi,sayisal yaklasimda sonsuz serilerle tanimlanan islemlerde sonlu sayida
terimi kullanmazdan kaynaklanir.Ornegin Taylor serisinde belli terimden sonrasini
keseriz.Bu hata daha siki bir ag ile azaltilabilir.Yani ag boyutu ve zaman araligi
kiigiiltiilerek bu hatalarda kaginabiliriz.diger bir yol,daha fazla terimi (seride) tiirev
islemine katabiliriz.Bunu i¢in yliksek dereceli terimlere dikkat etmek gerekir.Duragan
olmama(instability) - KDD’nin derecesinden yiiksek dereceli bir fark denkleminin
kullanmamizdan kaynaklanabilir.Bu yiiksek dereceli fark denklemleri “spurious
¢Ozlimleri” bulmamiza neden olabilir.

Kesme(roundoff) hatalari, bilgisayarin bir sonlu duyarlikla hesaplar1 yapmasindan
kaynaklanabilir.Bu bilgisayarlarin sinirli aritmetik adresleme yapmasindan
kaynaklanir.Bu hata double-precision aritmetik kullanarak 6nlenebilir.Bu hatadan
kurtulmanin tek yolu,tiim hesaplarin tamsayilarla yapilmasidir.Fakat bu miimkiin
degildir.Ag’da adim boyunu kii¢iiltmenin (h) duyarlilig1 artiracag: sdylensede bu ¢ok
kiigiik olamaz.Daha sik mesh — aritmetik islemlerden kaynaklanan kesme hatasini
artirabilir.

A toplam hata
ayriklastir
ﬁ (4 | Ma hatasi
kesme
hatasi

Bir sayisal algoritma,eger her adimdaki hatalarin toplamu kii¢iik bir degerse duragandir
denir.Duragan olmama (instability) durumunda(sinirli olmayan ¢éziim)soncu ¢ok
anlamsiz sonug eldeedilir.



