SAYISAL INTEGRAL

Newton- Cotes Integral Formiilleri

Tablo seklinde veya karmasik formiilleri integre edilmesi kolay fonksiyonlarla ifade etme
esasina dayanir:

b b
[=Jf(x)dx=/fa(x)dx fo=aotai+....... +an1X" +anxn

Burada n- polinom derecesidir.
Serit yontemi (D- derece polinomlar) kullanarak:
1-Trapez (Yamuk) Kuralr :
Newton- Cotes kural1 kapali integral formiillerinin ilki olup, polinomun 1. derece olmasi
durumuna gelir.
b b
= [f(x)dx= [fi(x)dx fi =f(a)+f(b)-f(a)(x-a)
a a b-a

I=J [f(a)+f(b)-f(a)(x-a) |dx=(b-a)f(b)+f(a) Trapez kural olarak bilinir.
a b-a 2

(b-a)=Genislik, f(b)+f(a)=Orta ylikseklik

2
tavan
fib]
taban
Trapez Kuralinda Hata:

Eu=_ 1 f"(Y)(b-a)® — fonksiyon dogrusal ise hata 0 olur. ikinci tiirev =0’dur.
12
¢ —a<t<b
2. ve daha yiiksek dereceden fonksiyonlarda hata biiyiir.
Hata ve birinci derece polinom ile integral:
b
1=/ [f(a)y+Af(a)oc + f'(Q) o< (oc —1)h? ] dx
a 2



o< -(x-a) , dx=h.d< , h=b-a
h
Dolayisiyla integral sinir1 (0-1)

1
I=hJ [f(a)+ Af(a)oc+ f"(x)oc (o< —1)h%]doc
0 2

h<< ise f"(3) — sabit kabul edilirse ;
1
I=h[oc f(a)+ oc “Af(a)+ (oc?-oc ) f()h?]
2 6 4 0

Hesaplama yapilirsa;

I=h[f(a)+ Af(a)]- 1 f"(Q)h? olur.
2 12
Af(o<)=b-a = I=hf(a)+f(b)_1 f"(\)h®
2 12

hf(a)+ f(b) = trapez kurali
2

_ 1 f"(\)h® = kesme hatasidir.
12

Ornek: Trapez kuralinin tekli uygulamasi

F(x)=0,2
25x-200x%+ 675x°-900x*+ 400x°

fonksiyonunda a=0-b=0,8’e kadar integral

£(0)=0,2
£(0,8)=0,232
1-0,8 0,2+ 0,232 -0,1728
2
E=GD-YD E=1,640533-0,1728=1,467733
8t2%89,5

GD= analitik ¢oziimden gercek deger



Gercek deger bilinmez. Bu durumda tahmini hata

f"(x)=-400+ 4050x-10800x*+ 8000x"
0.8
f'(x)= o (~400+4050x-10800x2+ 8000x3)dx
0,8-0

E.=_1 (-60)(0,8-0)°=2,56
12

E.=yaklasik hata

Ea=_ 1 f"(0)(b-a)?

12
a<t<b

Trapez Kuralinin Coklu Uygulanmasi
a—b araligini kiiciik araliklara bolerek trapez kural i1yilestirilebilir. Her aralik
icin bulunan degerler toplanarak tiim integral elde edilir. Buna ¢coklu—

uygulamali veya bilesik integral denir.

(n+ 1) adet esit aralikli nokta

h=b—-a esit genislige sahip n— adet aralik i¢in integral:

n
X3 Xo Xn
[= [f(x)dx+ [f(x)dx+ weeeeeeees + [f(x)dx
Xo X1 Xn-1

Trapez kurali uygulamalari
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[=h f(xp)+ f(x1) + h f(x)+f(xp) + wooeeeee + h f(xp-1)+ f(xn)
2 2 2
veya
n-1
I=h[f(xo)+ 23 f(x)+ f(xn) |
2 i=1
Genel formu kullanirsak:

Alan=Genislik*Ortalama Yiikseklik
n-1
I=(b-a) [f(xo)+ 2> f(x)+f(xs)]/2n

i=1

h = b—a = genislik

Burada f(x) katsayilarinin toplami 1’e esit oldugundan, ortalama yiikseklik,
fonksiyon degerlerinin agirlikli ortalamasini gostermektedir.

Bu denkleme gore i¢teki noktalar, u¢ noktalar olan f(x0) ve f(xn)’in iki kat1
agirligina sahiptir.

Trapez kuralinin coklu uygulamasindaki tahmini hata, her bir aralikta ilgili
hatalarin toplanmasiyla elde edilir.

n

= [>f"@)1/n , Df"@)=n " dir.

i=1 i=1
E=_ (b-a)® >f"(%) oldugunudan;
12n® =1

E.=_ (b—a)’ - yaklasik hatadir.
12n?

Bu formiile gore aralik sayisi iki katina cikarsa kesme hatasi 1/4 ‘e diiser.
Ornek: (S.631)

f(x)=0.2+ 25x-200x%+ 675x°-900x*+ 400x°
GD= 1.640533
x=0-0.8’e kadar integral

f(0)=0.2 , £(0.4)=2.456 , £(0.8)=0.232

[=0.8 0.2+ 2(2.456)+ 0.232 = 1.0688
1




Ec=1.640533-1.0688=0.57173
€8=%34.9

Ey=_ 0.8° (-60)= 0.64
12(2)*
Bilgisayar Algoritmasi

a-) Bir aralik icin
function Trap(h, f0,f1)
Trap=h*(fO+{1)/2

end

b-) Cok aralik icin
function Trapm(h,n,f)
dimension £(10)
top=£(0)

do1=1,n-1

top=top+ 2xf(i)

enddo

top=top—f(n)
Trapm=h*top/2

End

SIMPSON KURALLARI

Noktalar1 birlestirmek igin yiiksek dereceli polinomlar kullanilabilir.Ornegin
f(a)- f(b) arasinda bir iigiincii nokta varsa, bu ii¢ nokta bir parabolle birlestirilebilinir.

Bu polinomlar altinda kalan alanlarin hesab1 ( integral alma ) simpson kurallar: diye
bilinir.

Simpson 1/3 kurah

D — T

b
f(x)dx = I f,(x)Jdx  parabol denklemi ikinci derece lagrange polinomu ile ifade
edilirse
a=X, ve b=x, olur.

|:j (X_Xo)(x_xz) f(xo)+((x_xo)(x_xz) f(xl)+((X_X0)(X_X1) f(Xz)dX

X (Xo_xl)(xo_xz) Xl_XO)(Xl_XZ) X2—X0)(X2—X1)

bu integral alinirsa;



| = g[f (x,)+41(x)+ f(x,)] Simpson’un 1/3 kuralidir ve Newton- Cotes kapali

integrali formiiliidiir.

Burada h= b-a 5% dir.
2 2

(éj tanimi1 h’nin 3’e boliinmesinden dolay1 kullanilir. Alternatif bir yol olarak Newton-

Gregory polinomunun integral edilmesiyle elde edilebilir.

Kesme hatast E, = —% h f@W(&), h=(b-a)2 , E, = _S;;Oa) f@(&) diir.

Ornek = f(x)=0.2+25x—200x> + 675x* —900x* fonksiyonunun
a=0 ve b=0.8 ‘e kadar sayisal integralini hesaplaymniz.

Coziim=
f0)=0.2 , (0.4)=2.456 ve (0.8)=0.232
%k
| 205 02+4%(2456)+0232) 00 . =%16.6

6
Trapez kuralinda %80 dogrudur.(E, =%~89.5)

-1-
Simpson’un 1/3 Kuralinin Coklu Uygulamasi

Trapez kuralinda oldugu gibi integral aralig1 esit genislikte kiiclik araliklara boliinebilir.

hob=2 I:If(x)dx+ff(x)dx+ ............ +If(x)dx
Her bir integral i¢in Simpson’un 1/3 kurali uygulanirsa;
n-1 n-2

fx,)+4* > f(x)+2* ¥ f(xj)+f(xn)

| = (b _a i=1,3,5 j=2,4,6
3n

Aralik sayisi ¢ift olmak zorundadir.
g, - —B= ¢
180n

Ornek= Bir 6nceki 6rnegi n=4 ve h=0.2 i¢in yapalim.

£(0)=0.2 £(0.2)=1.288 (0.4)=2.456  £(0.6)=3.464  f(0.8)=0.232



=0 8(0.2 +4%(1.288+3.464)+2*(2.456)+0.232

=1.623467
12 j

g, =1.640533-1.623467 =0.017067 = %1.04

5
E, = L'84)(— 2400) = 0.017067
180(h)

Simpson yOntemi, trapez kuralindan daha i1yi sonu¢ vermektedir.Fakat, verinin esit aralikli
olmasi gerekir.Ayrica aralik sayisi ¢ift ve dolayisiyla nokta sayisi tek olmalidir.

Simpson’un 3/8 Kural

Tek aralik ¢ift nokta sayis1 olmasi durumunda 3. dereceden bir Lagrange polinomu 4

noktadan gegirilebilir ve integrali ;
b b

I = I f(x)dx = j f,(x)x *dir . Bu integralin sonucu ise;

=30 )+ 3 (x )+ 3F(x,)+ £(x,)]
h=—o a ’tiir. Bu formiil Simpson’un 3/8 kurali veya tiglincii Newton —Cotes kapal1 integral
formiiliidiir.
2-
| =(b—-a) fx)+31(x ); 31(x)+ f(x,) seklinde yazilabilir.U¢ noktalar 1/8
agirlikliyken i¢ noktalar 3/8 agirlikl olrak sonucu etkiler.
-3 b-a (b-a)
Hata E ,=—h%f® eya @h=—10 —~ E =-— ()
k=g (ég) vey 3 k 6480 (ég)

Ornek =Simpson’un 3/8 kuralim kullanarak énceki rnekteki f(x) fonksiyonunu
a-) a=0 b=0.8 ‘ e kadar sayisal integralini hesaplayalim.

Coziim=
£(0)=0.2 £(0.2667)=1.432724 £(0.5333)=3.487177 £(0.8)=0.232

0.2 +3(1.432724 +3.487177)+0.232
8

l =0.8 =1.519170

E, =1.640533-1.519170 =0.1213630
& =%74

5
E, = _M(_ 2400) = 0.1213630
6480



b-) 5 aralik kullanarak 1/3 ve 3/8 kurali ile hesaplayalim.
Coziim=

f(0)=0.2  £(0.32)=1.743393  (0.64)=3.181929
£(0.16)=1.296919  £(0.48)=3.186015  £(0.8)=0.232

0.2 +4*(1.296919) +1.743393)
6

| = 0.8( =0.3803237

Son ti¢ aralik
| ~O48(1'743393+3*(3'186015+3'181929)+O'232)

8

=1.264754

| =0.3803237 +1.264753 = 1.645077
E, =1.640533—1.645077 = —0.00454383
& =%—0.28

Simpson Kurallar I¢in Bilgisayar Programlari (S-642)
Simpson kuralar1 bir¢ok uygulama i¢in yeterlidir.Dogruluk kuralarinin ¢oklu uygulamasi ile
arttirtlabilir.

-3-

ESIT OLMAYAN ARALIKLA INTEGRAL

Veriler esit aralikli degilse, trapez kurali her bir aralikta uygulanir ve sonuglar toplanir.

e ) 1) 1)
: 2

5 5 +....+hy 5
Burada h; -i- araliginin genisligidir.
Ornek= f(x)=0.2+25x—200x> + 675x> —900x* + 400X’
X f(x)

N
0 0.2
0.12 1.3097
0.22 1.3052

f f
0.32 L7433 1= (x, =%, )er ........
0.36 2.0749
0.40 2.4560
J




Diizensiz aralik hesabinda eger ard-arda iki aralik esit ise bu araliklar i¢in Simpson Kurali
uygulanabilir.

Bilgisayar Programi( S-646)

Eger iki aralik esit ise Simpson 1/3 kurali
Eger li¢ aralik esit ise Simpson 3/8 kurali uygulaniyor.

ACIK INTEGRAL FORMULLERI

Aralik sayis1 CIFT
Nokta sayist TEK | tercih edilir.

Acik integral , belirsiz integral i¢in kullanilir veya integrallerin hesaplanmasiyla ;

C,+C =b-a ve -C, +C, =0

C,=C =—— bulunur. Bu degerler denklemde yerine konursa;

| = > f(a)+ b_Ta f(b) “dir. Buda trapez kuralina esdegerdir.

-4 -
IKi NOKTALI GAUSS LEGENDRE FORMULUNUN TURETILMESI

Trapez kuralinin tiiretilmesinde yapildig1 gibi
Gauss kareleme’nin amaci;

I =c,f(x,)+c f(x) (12)
seklinde bir esitligin katsayilarin1 belirlemektedir. ¢ ‘ler bilinmeyen katsayilardir.Fakat
burada X, ve X, uc noktalarda degildir ve bilinmektedirler.Dolayisiyla (CO’CI’X07 Xl)

dort bilinmeyen vardir.Bunlar1 ¢6zmek i¢in dort kosul gereklidir.

KATLI INTEGRALLER

fjeoml

= d—ob-a —

iki katl integral

*Once dx e bagl integral sonrada dy olan integral hesaplanir.

Ornek= Isitilan dikdortgen bir plakanin sicaklig1 asagidaki fonksiyonla tanimlansin ;



T(X,y)=2xy +2X— x> =2y + 40
Plaka x=8m uzunlugunda ve y=6m genisliginde ise ortalama sicakligin1 hesaplayiniz.

Boliim 22= Esitliklerin Integrali

Sayisal integre edilecek fonksiyonlar
- Veriler Tablosu = Veri noktalarinin sekli 6nemli.Veri sayisi sinirli
- Fonksiyon

Analiz yapmak i¢in 2 yontem agiklanacak.

1-) Richardson Ekstrapolasyonu = Iki sayisal integral tahminini birlestirerek daha iyi bir
liclincii deger elde etmede kullanilir.

Bunu etkili bir sekilde uygulayan bilgisayar algoritmas: Romberg Integrali’dir.

Romberg integrali tekrarlamali bir hesaplama seklidir.Onceden belirlenen bir hata tdleransi
icinde kalan bir integral tahmininin elde edilmesi i¢in kullanilir.

2-) Gauss Kareleme yontemi = Newton-Cotes formiilii i¢in f(x)’in bilinen x - noktalarinda
hesaplaniyordu.Ornegin integral hesabinda Trapez Kurali kullaniliyorsa,integral sinirinda
f(x)’in agirlikli ortalamasini almak zorundayiz.

Gauss-Kareleme formiilleri ; a ve b arasinda bulunan x-degerlerini daha dogru integral
tahmini elde edecek sekilde segerek kullanilir.

Esitlikler icin Newton-Cotes algoritmalari ( s-654)

(a) (b)

55—
22.2 Romberg integrali

Sayisal integral icin etkili bir tekniktir. Trapez kuralinin ardisik bir uygulamasidir.
Sayisal integral degerlerini diizeltmek i¢in hata diizeltme teknikleri vardir.
Daha dogru 3. bir deger hesaplamak kullanilan bu yontemlere Richardson
Ekstrapolasyonu_denir.

Trapez kuralinin ¢oklu uygulamasinda hata
| =1(h)+E(h) (1)

n adet aralik ve h=(b-a)/n aralik genisligi i¢in tahmini sonug

* h, ve h, aralik geniglikleri i¢in iki farkli tahmin yaparsak ve hatanin kesin degerini
biliyorsak,

I(h1)+E(h1):|(h2)+E(hz) (2)

Trapez kuralinda yaklasik hata E = _bl_—2a h*f"

Eger f  degerinin adim biiyiikliigiine bakilmaksizin , sabit oldugu varsayilirsa yukaridaki
esitlik iki farkli hatanin oranini hesaplamak i¢in kullanilabilir.

10



E(h) _ (h)’

~

Ech,)  (hy)?

(3)

Boylece f ' terimi sadelestirildi ve fonksiyonun 2. tiirevi ni bilmeden denklemdeki
bilgiler kullanildi.

h 2
E(h)= E(hz)[h—lj

2
Bu denklem, ( 2.) denklem de yerine konulursa;

1(h,)+ E(th}'—lj =1(h,)+E(h,) olur.

2
Bu esitligin ¢oziimii ;
I(h)—1(h
E(h2 ) ~ ( 1 ) ( 22 )
L
h,
Iki farkli adim biiyiikliigii ve integral tahmini ile yeni bir kesme hatasi formiilii
gelistirildi.

I =1(h,)+E(h,) (4)
_ -6-

Ifadesinde denklemler yerine konursa ;

| = 1(hy) +——[1(h,)~1(n,)] (5)

1

hZ
Esitligi elde edilir.Bu daha iyi bir integral tahmini formiiliidiir. Bu tahmindeki hatanin
mertebesi O(h“) diir.Yukarida O(h“) mertebesinde yeni bir tahmini , O(h*) mertebesinde

iki farkli trapez kuralinda elde edilen tahmini birlestirdik. Arligin yariya béliindiigi (h, = %)

0zel durumlarda bu esitlik ;

1 4 1

L= 1)+ (1) = ()= Z1(hy) + 1 () (6)
elde edilir.

Ornek= f(X)=0.2425x—200x> +675x> —900x* +400x> ¢in a=0 ve b=0.8

araliginda intergral hesabi igin ¢esitli yontemler kullanildi.
Trapez kuralinin tekli ve ¢oklu uygulamasi sonucu

11



Araliklar h integral &%

1 0.8 0.1728 89.5
2 0.4 1.0688 34.9
4 0.2 1.4848 9.5

1. ve 2. araliktaki integral tahminleri kullanilirsa,

= %(1.0688) —%(0.1728) =1.367467
E, =1.640533—1.367467 = 0.273067
& =%16.6

Bu sonug diger iki tahminden daha dogrudur.
2. ve 4. araliklar kullanilirsa

= %(1 4848) —%(1.0688) =1.623467

E, =0.017067
& =%1.0

Bu ornekle trapez kurali ile tli¢ farkl aralik sayis1 i¢in eldec edilmis integral degerleri ile iki
yeni O(h4) hata mertebesinde iki yeni integral elde edildi.Bu iki integral tahmini O(h®)hata

mertebesinde yeni bir degerin hesaplanmasinda kullanilabilir.
Adim biiytikliigii ,ardisik olarak yarilanmasina dayali trapez kuralinin kullanildigi
durumlarda O(h®)dogrulukta integral hesabi
-7 -
16, 1
15" 15

I, ve |, sirasiyla daha ¢ok ve daha az dogru tahminlerdir.Benzer sekilde

O(h*) dogrulugunda iki tahmin icin iki adet O(h®) dogruluktaki tahminler birlestirilebilir.

64 1
—1 ——I 7
63 m 63 | ( )

N

Ornek= Onceki 6rnekte iki O(h4) dogrulukta tahmin kullanilarak,

| = %(1.623467) - %(1.367467) =1.640533

Bu sonug yedi basamaga kadar kesin sonugtur.

Romberg integrali Algoritmasi
Herbir ekstrapolasyonu esitliginde katsayilarin toplami birdir.Bu katsayilar, agirliklandirma
faktoriinti temsil eder.Daha dogru olan integralin katsayist bagil olarak biiyiir.Bu formiil
olarak;

12



| - 4k_l I jlk—1 T I jk=1 8
i, = 4k—l _1 ( )

Burada 1;,,, , ve |, sirasiyla daha ¢ok ve daha az integral tahminidir.

k- indisi integrasyon agamasidir.k=41, orijinal trapez kurali tahminlerine karsilik gelir.

k=2 — o(h*)
k=3 — O(h®) ve v.b. karsilik gelir. j-indisi daha ¢ok (j+1) ve daha az (j) dogru
tahminleri belirtir.Ornegin ; k=2 ve k=3 igin

( 8) esitligi Romberg’e atfedilmistir.Bunun uygulamasi Romberg integrali olarak bilinir.

0(h?) o(h*) 0(h®) o(h*)

a)—p -

b):_i. e

(sayfano:8)

[
»

c— -
e - ir yinelemeye karsilik g@’ trapaz_kurah_lmgigerir.

J=1-tek aralikli uygulama ( adim biiytikliigi =h= b-a )
J=2-¢ift aralikli uygulama ( adim biiyiikligi=h=(b-a)/2 )
J=3-dort aralikli uygulama ( adim biiyiikliigii=h=(b-a)/4 ) v.b.’dir.

Hesaplamay1 durdurma kriteri

Il,k - Il,k—l

|5a| = *100,[%] _,, bagil hatanin bir tahminidir.

1k

&, — birsiir deger ¢, < &, ise hesaplama durdurulur.

Sekil 22.4 Romberg integrali i¢in programn ( sayfa 660 )

GAUSS KARELEME
Newton-Cotes formiilleri ile sayisal integral veya karelemede veriler esit aralikli
olmalidir.Dolayistyla bu formiillerde kullanilan temel noktalarin konumlar1 6nceden belirlidir
veya sabittir.
Ornegin, trapez kurali ,integral araligmin uglar1 arasindaki fonksiyon degerler ini birlestiren
diiz dogrunun altinda kalan alanin hesaplanmasi ilkesine dayanir.Bu alan1 hesaplamada
kullanilan formiil ;

13



I

(b- a)w dir.

Trapez kurali u¢ noktalardan gegmek zorunda oldugu i¢in formiil kii¢lik hatalar verebilir.
Sabit temel nokta yerine, egri tizerinde herhangi iki noktay1 birlestiren diiz bir dogrunun
altinda kalan alan1 hesaplamakta serbest olalim.bu noktalarin yeri akillica secilirse, negatif
ve pozitif alanlar1 dengeleyen diiz bir dogru tanimlayabiliriz.Boylece daha iyi bir integral
tahmini elde edebiliriz.
Gauss kareleme , bu tiir bir stratejiyi kullanan tekniklerden bir kismina verilen addir.
Bu béliimde tanimlanan 6zel Gauss kareleme formiilleri,Gauss Legendre formiiller
diye adlandirilir.
Once, trapez kural1 gibi sayiasl integral formiillerinin belirsiz katsayilar yontemi
kullanilarak nasil tliretildigini gosterecegiz.Daha sonra bu yontem Gauss-Legendre
Formiillerini tiitetmek i¢in kullanilacak.

Belirsiz Katsayilar Yontemi
Bu yaklasimi gostermek igin trapez kurali ;

| =c,f(a)+c,f(b) seklinde yazilabilir.Burada ¢, ve c, sabittirler.Eger integre
edilicek fonksiyonun , diiz bir dogru veya bir sabite , trapez kurali kesin sonug verir.Bu
durum i¢in iki Ornek,

y=1 ve y=x igin;

(b-a)/2 b_a b_g 07
Co+C = [ldx ve —c +C, = [xdx
—(b=a)/2 2 2 —(b-a)/2
- 9.

Trapez kurali i¢in yapildig gibi , bir sabitin ve bir dogrusal fonksiyonun integralini kesin
verecegi varsayimiyla iki kosul elde edilir.

Ayrica ( 12) esitliginin bir paraboliin (y = X*) ve bir kiibik polinomun (y = x*)
integralinde kesin sonucu verecegi varsayilabilir. Boylece hem dort bilinmeyen hesaplanabilir
hemde kiibikler i¢inde kesin olan dogrusal iki noktali integral formiiliinii
tiiretebiliriz.Coziilmesi gereken dort denklem ;

c,f(x,)+c f(x)= Jl'ldx:z
—11

cof(x0)+c1f(xl):jxdx:0
_11 ) 2

cof(x0)+c1f(x1)=:|'lx dx=§

c, f(x,)+¢ f(x)= .lfx3dx=0
4

Bu dort esitlik es-zamanli ¢oziiliirse ;
c,=¢, =1

14



X, = L =-0.05773503 , X, = L =0.05773503

5 5

Bunlar ( 12 ) denkleminde yerine konulursa ;

=, f(x)+e ) = f(_%} f%j

Fonksiyonun (1 L) araligindaki degerlerinin basit toplami 3. dereceden dogrulukta bir

V3

integral tahmini verir.

Integral sinirlar1 (-1, 1) araliginda alinarak basitlestirildi.Diger integral sinirlarini bu form
doniistiirmek i¢in basit bir degisken doniisiimii yapilabilir.Bu amagla orijinal degisken x- ile
yeni degisken X, arasinda dogrusal bir iliski oldugu varsayilabilir.

X=a, +aX, (18)
Eger alt limit x=a ,X, =—1 ise ve bunlar yukaridaki denklemde yerine konursa ;

a=a,+a (-1 (19)
Eger tist limit x=b ve X, =1 ise

b=a,+a,() (20)

ve bunlar ( 18 ) ‘de yerine konulursa,

X:(b+a)+(b—a)dx
2

elde edilir.Bunun diferansiyeli alinirsa ;

- - 10-
dx=(b_a)dxd (24)

Bulunur.integral aliacak esitlikte yukarida bulunan x ,dx esitliklerinde kullanilirsa,
iptegralin degerini degistirmeksizin integral araliginin doniistimii saglanir.
Ornek= iki noktali Gauss-Legendre formiili

f(X) = 0.2+ 25x—200x> + 675> —900x* +400x°’in x=0 ve x= 0.8 araligindaki integrali

| = f(— LJ+ f(L] ile hesaplansin. I, =1.640533

55

Once integral sinirmi ( -1, 1) yapmak i¢in degisken doniisiimii yapmaliy1z.Bunun igin a=0
b= 0.8 degerleri (23) ve ( 24 ) denklemlerinde kullanilirsa ;
X=0.4+0.4x,

dx = 0.4dx,

Bunlar orijinal denklemde kullanilirsa ;

a
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[=3

.8

| = (0.2+25x - 200x> + 675%* —900x* +400x° i

(=1

1
= j [0.2 +25(0.4 + 0.4, )—200(0.4 +0.4x, ) +675(0.4 +0.4x, )’ —900(0.4 +0.4x, )* +400(0.4 +0.4x, )’ }ix
-1

Dontigiimii yapilan fonksiyonun

1, deki degeri = 0.516741

NG

1
— —="dekidegeri = 1.305837 “dir.
V3

| =0.516741+1.305837 =1.822578
H=1.640533-1.822578

Boliim 22 .3 .3 = Cok Noktali Formiiller

Asagidaki formda tiiretilebilirler.
I =c,f(X)+C F(X)+ e +c,, f(x,,)

n=nokta sayisi

tablo 22.1 ‘de Gauss-Legendre formiillerinde kullanilan agirlik faktorleri ,c¢’ler ve fonksiyon
noktalar1 x’lerdir.

Ornek=_(s5.667 ) tablodaki katsayilarla 3 noktal1 formiil kullanilirsa

I= 0.5555556 f{ -0.7745967) + 0.8888889 f( 0) + 0.5555556 f( 0.7745967) = 1.640533
-11 -

Kesin sonucu verir.Integral aralig1 iginde esit olmayan aralikli noktalarda fonksiyonun
Degerinin hesaplanmasi gerektigi i¢in Gauss Kareleme teknigi fonksiyonun bilinmedigi
durumlarda uygun degildir.Dolayisiyla verilerin tablo seklinde oldugu miihendislik
problemlerinde uygulanamaz.Ancak ,fonksiyonun bilindigi durumda , bu yontem ¢ok
etkilidir.

Ornek=Diisen parasiitcii probleminin Gauss —Karelemenin uygulanmast

C
g=9.8 , c=12.5, m=68.1

g=9"m ljo[l—e“”“’t Jit = 289.4351
0

500 aralikla trapez kural1 ile |gt| =~1.15*10"* hata ile 289.4348 bulunmustu.Gauss-kareleme
ile

Iki nokta tahmini =290.0145

ii¢ nokta tahmini =289.4393

dort nokta tahmini =289.4352

bes nokta tahmini =289.4351
alt1 nokta tahmini =289.4351 bes ve alt1 noktali tahminler yedi basamaga kadar kesin olan
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sonucu Verir.
Gauss-Kareleme icin Hata Analizi

Gauss-legendre formiiliiniin hatas1 Carnahan V. D .(1969) tarafindan asagidaki

tanimlanmustir.
223 (n +1)]*

_ (2n+2)
= (2n+3)(2n+2) FEie)

n aralik sayist ( nokta sayisini bir eksigi)
f (2”+2)(§)—degisken doniisiimiinden sonra elde edilen fonksiyonun ( 2n+2 ) ‘inci tlirevi

(1<&<-1))

n’nin artmasiyla ,yiiksek dereceli tiirevlerin 6nemli oranda artmamasi kosuluyla gauss-
kareleme Newton-Cotes formiillerine gére daha iyi sonug verir.Bu tabloda 22.1°de
gosterilmistir.

Problem 22.8 Gauss-Kareleme’nin zayif kaldigi bgir durumu gdstermektedir.Bu gibi
durumlarda ya Simpso2un ¢oklu uygulamasi ya da Romberg integrali tercih edilir.

Yinede miihendislik problemlerinin ¢ogunda Gauss-kareleme , integralleri hesaplamada etkili
bir aragtir.

22.4 Belirsiz integraller

Miihendislik problemlerinde ,belirsiz integralleri de hesaplamak zorunda olabiliriz.
Burada (—oo,0) araligindaki belirsiz integrallerin hesabinin gosterecegiz.

Bu tiir integraller ,sonsuz integral sinirin1 ,sonlu bir degere ¢eviren bir degisken
doniisiimiiyle hesaplariz. Asagidaki esitlik bu amaca hizmet eder. X-sonsuza yaklasirken en
azindan 1/x” kadar hizl bir sekilde sifira dogru giden herhangi bir fonksiyon icin isler.

- -12-
b 1/a 1 1
j f (x)dx = j — f(—jdt ab>0 icin (27)
a 1/b t t
Dolayistyla a>0 ve b=w ise veya

a=-o0 ve b<0 ise  kullanilir.

Integral smirlarinin ~ —oo0’dan  pozitif bir degere veya negatif bir degerden oo ’a oldugu
durumlarda integral iki adimda hesaplanir.

j' f(x)dx = _ff (x)dx + j' f (x)dx (28)

Burada — A degeri, fonksiyonun en azinda 1/x*> kadar hizli bir sekilde asimptotik olarak
Sifira yaklagmasi icin yeterli biiyiikliikte negatif bir deger olarak segilir.
Integral iki kistma ayrildiktan sonra , ilk kisim (27) denklemiyle hesaplanir.ikinci kisim ise
Simpson’un 1/3 kurali gibi bir Newton-Cotes formdilii ile hesaplanir.

Denklem (27) ile bir esitlik ¢oziiliirken , karsilagilan bir problem ; doniisiim yapilan
fonksiyonun integral sinirlarindan birisinde tekil olmasidir. Bu sorunu agmak i¢in acgik
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integral formiilleri kullanilir.A¢ik integral formiilleri integral araliginin u¢ noktalarindaki
veriler olmaksizin integral hesaplanabilir.Bunun i¢cin Tablo21.4 deki formiillerden birisi
kullanilir.

Ornegin; Trapez kuralinin g¢oklu uygulamasi ve orta nokta kuralin birlikte kullanilarak
integral degeri asagidaki gibi hesaplanabilir.

]ﬂf(x)dx:hB f(x1)+nz_%‘ f(xi)+%f(xn_l)}

Sekil.8 Genisletilmis orta nokta kurali i¢in veri noktalarinin integral sinirina gore konumlari

Ayrica integral araliklarindan birinin agik oldugu durumlar i¢in yar1 agik formiiller
tiiretilebilir.Ornegin; alt sinirda agik ve iist stirda kapali olan bir integral asagidaki gibidir.

Xff(x)dx = h[f (X)) + T (X55) + o + F(X5)+ F(X )] (29. 1)
Tf(x)dx:hBf(x1)+§f(xi)+%f(xn)} (29.2)

(29 .1) daha cok tercih edilen formiil olup genisletilmis orta nokta formiilii olarak bilinir.Bu
formiil ilk ve son veri noktasindan sirasiyla h/2 kadar sonra ve dnce olan integral sinirlarina
dayanir.

Ornek=Belirsizbir integralin hesab1 toplamali normal dagilim istatistikte 5nemli bir
formiildiir.

-13 -

X2

N(x) = jLé?dx

2z

Burada x=(y— 9) /s, normallestirilmis standart sapma diye adlandirilir.

Bu bir degiskenin normal dagilim 6l¢egine gore degisimini gosterir.Bdylece ortalama sifir
noktasinda konumlanir.Burada apsis boyunca uzakliklar standart sapmanin katlar1 olarak
Ol¢iilendirilir.( sayfa 670-paragraf-ekle)

Ornek= (28) esitligi ve Simpson’un 1/3 kurali ile N(1)=?

Coziim= Esitlik ( 28 ) formunda yazilirsa

N(x) = ﬁ[fe_fdx - j'e_;zde

-0 -2

[lk integral ( 27 ) denklemi ile ¢dziiliirse ;
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2 =X 91 *12
Ie 2 dx = Ize(” dt

1

2
h=1/8 ile genisletilmis orta nokta kurali tahmin i¢in kullanilirsa;

0 -1
jiz thdt~{f(x_7}r f(x_5]+ f[ J+ f( ﬂ;1[0.3833+0.0612+0+0]=0.0556
-1/2 8 16 16 16 16 8

h=0.5 ile Simpson’un1/3 kuralin1 kullanarak 2. integrali ¢ozersek;

)11 1353 +4[0.3247 + 0.8825 + 0.8825 + 2(0.6065 + 1)]+ 0.6065
3(6)

=2.0523

1 -x

Ierx =[1-(-=2
-2
Boylece

N() = (0.0556 +2.0523) = 0.8409 &, = %0.046

r

Bu hesaplamada daha yiiksek dereceli formiil olan Romberg integrali uygulanabilir.Ayrica
daha fazla nokta kullanilarak daha hassas sonug elde edilebilir.

19



