3. TAHMIN

3.1. En Kiiciik Kareler (EKK) Yontemi'

En Kiiciik Kareler (EKK) yontemi, regresyon ¢oziimlemesinde en yaygin olarak kullanilan,
daha sonra ele alinacak bazi varsayimlar altinda ¢ok aranan istatistiki o6zelliklere sahip

yontemdir.

Regresyon coziimlemesinde amag gergek Y’ye olabildigince yakin degerler veren katsayi
tahminleri bulmaktir. Bu béliimde ARF’nin Yi = Bo + B1Xi oldugu durum tizerinden
islemler gosterilecektir. Bu durumda ORF Yi= B, +pB:X;, ve ORD Yi = V¥, +i;
= Bo + B1X; + 0; seklindedir. Burada drneklem hata terimi ({i;) gdzlemlenen ve tahmin edilen
Y degerleri arasindaki farktir: 4; = Yi— Y; = Yi— Bo — P1X;. EKK yonteminde amag, bu hata

terimlerini olabildigince diisiik verecek katsay1 tahmin degerleri bulmaktir.

Grafik 3.1: Orneklem Hata Terimleri

ORF

v

Orneklem regresyon egrisi Y; = Bo + P1X; degerlerini verdiginden gozlemlenen Y degerleri
ile bu egri arasindaki uzaklik hata terimlerini (G;) vermektedir. EKK ydntemi bu hata

terimlerinin karelerinin toplamini (¥ i?) en kiigiik yapacak katsayr tahmin degerlerini

! Ordinary Least Squares (OLS)
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hesaplar. Burada karenin alinmasinin nedeni toplam alinirken artt ve eksilerin birbirini

gotlirmesini engellemektir.

Hata terimlerinin kareleri,

Y2 =Y (Y;-Y)? =3 (Yi-Bo-B1X)? oldugundan, bunu en kiigiik yapacak katsayr tahmin
degerleri (By, B1), bu ifadenin sirasiyla B, ve B;’e gore tiirevini almip ¢ikan ifadenin sifira

esitlenmesiyle bulunur?:

a2
Y _ _oyg = = Y, =0 (3.1)
9Bo

ay a2 ~ ~

f—ﬁ‘llz 274X =0 = Y X, =0 (3.2)

(3.1) ve (3.2) no’lu denklemler EKK yonteminin normal denklemleri olarak adlandirilir.
(3.1) no’lu denlemden ¥ G; = ¥ (Yi-Bo-B1X; )= Yi- ¥ Bo- X B1X; =0 ve boylece

Y Yi=nBo+B:1 T X (3.3)
bulunur. ikinci satira gegerken Byve B;’in sabitligi kullanilmustir.

(3.2) no’lu denlemden ¥ 0; X;= ¥ (Y X;-BoX;-P1X? )=0 ve boylece

Y YiXi=Bo XX +B1 T X} (3:4)

(3.3) ve (3.4) no’lu denklemler de normal denklemlerdir ve sirasiyla (3.1) ve (3.2) no’lu

denklemlere karsilik gelmektedir.

(3.3) no’lu denklemden
< XY XX
Bo=""—"— (3.5)

(3.4) ve (3.5) no’lu denklemlerden

2 Bu islem birinci mertebe kosullarini olusturur. ikinci mertebe kosullarinin, diger bir deyisle hata terimleri
kareleri toplaminin en kiiglik olmasini saglayan kosullarin da saglandigi goriilebilir. Bu islem okuyucuya

birakilmustir.
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nY YiXi- XY XX

Bi= (3.6)
© X (XX

Bu ifade (3.5)’de yerine konulursa asagidaki sonug elde edilecektir.

- XENYi-2Xi X XY

BOZ Z 1 Z 1 Z IZ 141 (3.7)

ny Xiz -(XXp)?
(3.6) ve (3.7) no’lu denklemler EKK tahmin edicileridir.

EKK tahmin edicileri, hangi veriler kullanilirsa kullanilsin, agsagidaki 6zellikleri her zaman

saglarlar.

1) Hata terimlerinin (3;) ortalamasi sifirdir. Kanit:
Birinci normal denkleme (denklem 3.1) gore Y. §i; = 0 oldugundan ¥ i, /n=0=0
2) Hata terimleri (3;) Yi tahminleri ile iligkisizdir. Kanit:
Y Y0 =3 Bo+BiXi)0;
=Bo X 0 +B1 T X; G
=B, XX (X 0;=0 oldugundan).
:B1 2 X (Yi'BO'B1Xi)
=B1(XYiX;-Bo 2 Xi-B1 X XP)
=B1(Bo X Xi +B1 XX -Bo X X;-B1 X XP) (3.4°den)
=0
3) Hata terimleri (3i;) Xi ler ile iliskisizdir. Kanit:

Ikinci normal denkleme (denklem 3.2) gére Y. 0;X;=0

3.2. En Kiiciik Kareler Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

EKK yonteminin arkasindaki varsayimlar, ger¢ek regresyon modeli ve veri liretme siireci ile
ilgili ideal durumu tarif eder. EKK’in iyi bir tahmin olabilmesi i¢in bu varsayimlarin
karsilanmas1 gerekir. Cogu veri seti bu ideal kosullar1 saglamaz. Ancak bunlar bir kiyas
noktas1 olustururlar. Ideal kosullari bilmek o6nemlidir. Ciinkii bdylece bu kosullarin

saglanmadig durumlar1 kontrol edebilmek ve EKK yontemi sonuglarinin sapmasizliginm
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koruyabilmek miimkiin olur. Gausgil ya da klasik dogrusal regresyon modeli, agiklayici

degiskenler, hata terimleri ve modelle ilgili asagidaki varsayimlari yapar.

1)

2)

3)

Dogrusal regresyon modeli: Regresyon modeli katsayilarda dogrusaldir. Bu

varsayim, daha 6nce kullandigimiz iki degiskenli modelde

Yi = Bo + BrXi, (3.8)
birden ¢ok agiklayict degisken bulunan modelde
Yi=Bo+ BrXai + BoXai + ... + PrXii (3.9)

seklindedir. Bu varsayim, katsayilarla ilgilidir. Y veya X degiskenlerinin dogrusal

olmas1 gerekmez.

X degerleri yinelenen érneklemlerde degismez: X’ler rassal degisken degildir.

Ornek 1°den alinan rassal &rneklemde X degerlerinin iki 6rneklemde de aym
oldugunu, Y degerlerinin farklilastigini hatirlayalim. Ikinci varsayim geregi daha fazla
rassal 6rneklem se¢seydik de X degerleri yine ayni kalacakti. Bunun nedeni 6rneklem
seciminde her bir X degerine karsilik gelen Y degerlerinden birinin rassal olarak

secilmesidir.

Hata terimlerinin (ui) ortalamasi sifirdir: X degerleri veriyken hata terimlerinin
beklenen degeri sifirdir.

Bu varsayimin gosterimi, 3.8 denklemindeki iki degiskenli model i¢in

E(uilXi) =0

3.9 denklemindeki ¢cok degiskenli model i¢in

E(ui| X1i, X2i, ..., Xki) =0

seklindedir. Bolim 2, Ornek 1 icin Tablo 2.4’de bu varsaymmin gecerliligi
gosterilmistir. Tablo’dan da goriilebilecegi gibi baz1 Y degerleri kosullu ortalamalarin
iistinde (hata terimleri pozitif), bazilar1 altindadir (hata terimleri negatif). Ucgiincii
varsayim, bu pozitif ve negatif degerlerin birbirini gotiirecegini, ortalamadan
sapmalarin ortalamasinin sifir oldugunu soyler.

Hata terimlerinin Y’yi etkileyen X disindaki faktorleri yansittigi diigiiniiliirse, bu
varsayimin  sOyledigi, sozkonusu faktorlerin  Y’yi sistematik bir sekilde
etkilemedigidir.

Bu varsayimin bir sonucu E(Yi|Xi) = o + B1Xi olmasidir.
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4)

5)

6)

Sabit Varyans: X degerleri veriyken hata terimlerinin (uj) varyansi biitiin gozlemleri
icin aynidir. Iki degiskenli model igin:
Var (UiXi) = E[ui- E(ui)[Xi]?

= E[uilXi]®> (ciinkii 3. varsayim geregi E(u;)=0)

= (52
Var(ui) = o? esitligi cok degiskenli model icin de gegerlidir. Dérdiincii varsayima gore
her Xi degeri igin hata teriminin (uj) varyans1 c?’e esit sabit bir sayidir. Bu aym

zamanda her X; degeri i¢in Y nin varyansinin sabit olmasi demektir. Ciinkii

Var (Yi|Xi) = E[Yi- E(Yi)[Xi]? = E[uilXi]? = ¢

Bu varsayimin yerine gelmemesi durumu degisen varyans sorunu olarak adlandirilir
ve

Var (uilXi) = oi® ile gosterilir. Burada her bir X; degerine karsilik gelen hata
terimlerinin varyansi birbirinden farklidir. Bu durum daha sonra, ekonometrik sorunlar

boliiminde ele alinacaktir.

Hata terimleri arasinda i¢sel bagint1 (otokorelasyon) sorunu yoktur: X; ve X (i#)
gibi iki X degeri igin u; ile uj (i#j) arasindaki korelasyon sifirdir. Iki degiskenli model
i¢in:
Cov(ui, uj] Xi, Xj) = E[ui — E(ui)[Xi][u; — E(uj)1X]

= E[uilXi][u; 1X] (¢linkii 3. varsayim geregi E(u;)=0)

=0
Bu sonug ¢ok degiskenli model i¢in de gegerlidir. Besinci varsayim, uj ve u;j hata
terimlerinin 1iliskisiz oldugunu sdyler. Bu varsayimin yerine gelmemesi durumu
ardisik bagimhilik (i¢sel baginti, otokorelasyon) sorunu olarak adlandirilir. Bu sorun

ileride, ekonometrik sorunlar béliimiinde incelenecektir.

ui ile Xi’ler arasindaki kovaryans sifirdir:
Iki degiskenli model igin:
Cov(ui, Xi) = E[ui— E(u)][Xi — ECXi)]

= E[ui(Xi — E(Xi)] (¢linkii 3. varsayim geregi E(u;)=0)

= E[uiXi — ULE(Xi)]

= E(uiXi) — ECX)E(ui) (¢linkii 2. varsayim X rassal degildir)
= E(uiXj) (¢linkii 3. varsayim geregi E(ui)=0)
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=0
Cok degiskenli model igin:
Cov(ui, X1i)= Cov(ui, X2i)= ...= Cov(ui, Xki)

Altinc1 varsayim, u hata terimleri ile X aciklayic1 degiskenleri arasinda iliski
olmadigini sdyler. Eger bu varsayim gegerli degilse, X ve u'nun Y iizerindeki tekil
etkilerini bulmak olanaksizlasir.

Ikinci ve iigiincii varsayimlar gegerli ile altinci varsayim da kendiliginden gecerli

olacaktir.

7) Gozlem sayis1 tahmin edilecek anakiitle katsayillarindan fazla olmalhdir:
Aciklayic1 degisken sayisi k olan 3.9 gibi bir modelde gozlem sayisi, n, k’dan biiyiik

olmalidir.
8) X’lerdeki degiskenlik: Belli bir 6rneklemdeki X degerlerinin hepsi ayni olmamalidir.

9) Model dogru kurulmahdir: Bu kosulun saglanmamasi durumunda dogru olmayan

tahminler elde edilir.

10) Aciklayic1 degiskenler arasinda dogrusal iliski yoktur: Cok sayida agiklayici
degiskenin oldugu modelde X’ler arasinda dogrusal iligki olmadig1 varsayilmaktadir.
Bu varsayimin gegerli olmamast durumu ¢oklu bagint: sorunu olarak adlandirilir. Bu

sorun daha sonra ekonometrik sorunlar boliimiinde ele alinacaktir.

3.3. Gauss-Markov Teoremi

Klasik dogrusal regresyon modelinin varsayimlar: gecerliyken EKK tahminleri en iyi
ozellikleri tasir. Bu Ozellikler Gauss-Markov teoremi tarafindan tanimlanmistir. Bu teoreme
gore klasik dogrusal regresyon modelinin varsayimlar1 gecerliyken EKK tahmin edicisi
dogrusal en iyi sapmasiz tahmin edicidir (DESTE)®. Dogrusallik, modelin bagimli degiskeni

(Y) gibi rassal bir degiskenin dogrusal fonksiyonu olmasini, sapmasiziik, ortalamasi veya

3 BLUE: best linear unbiased estimator
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beklenen degerinin gercek degerine esit olmasini, en iyilik (veya etkinlik) ise dogrusal

sapmasiz tahmin ediciler i¢inde en diisiik varyansa sahip olmay1 ifade eder.

3.4. En Kiiciik Kareler Tahmin Edicilerinin Varvans ve Kovaryanslari

En kiiclik kareler tahmin edicileri, 3.6 ve 3.7 esitliklerinin de gosterdigi gibi orneklem
verilerinin bir fonksiyonudur. Dolayisiyla alacagi degerler Orneklemden Ornekleme
degisecektir. Orneklem segimi rassal olduguna gore, bu durumda tahmin ediciler de rassal
degiskendir, alacag: deger rassal olarak belirlenir. Oyleyse her rassal degisken gibi tahmin
edicilerin de varyanslari ve kovaryanslar1 vardir. Bu varyanslar tahmin edicilerin
giivenilirligini veya dogruluk derecesini gosterir. Klasik dogrusal regresyon modelinin
varsayimlart gegerliyken iki degiskenli (3.8°deki) modelde tahmin edicilerin (B, ve PBy)

varyanslar1 ve kovaryanslari asagidaki gibi bulunmaktadir®,

Var(B,) =02 LXP 3.10
ar(BO)_GuHZXiZ—(ZXi)Z (3.10)
Var(B,)=02 1 3.11
ar(Bl)—aunZXiz_(ZXi)z (3.11)
COV(BO,

s (—2XX;)

Bl)_agnZXE—(ZXi)Z (3.12)

o2 = %fk (3.13)

Burada k denklemde yer alan katsay1 adedidir.

4 Kanit i¢in bkz Gujarati ve Porter (2012) Ek 3A.
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Ornek 3.1: Tablo 2.5°de yer alan Orneklem 1’e ait verileri kullanarak Y; = By + B1X; + u;
modelini EKK yontemi ile tahmin edelim: Bo, By, Var(By), Var(p;) ve Cov(By, B1)

degerlerini hesaplayalim.

Katsay1 tahminleri igin 3.6 ve 3.7’de formiillerinde yerine koymak amaciyla ) Y;, Y. X;, 2. X;Y;,

¥ X2 degerlerine ihtiyacimiz var. Bunun igin asagidaki tabloyu kullanabiliriz.

Tablo 3.1: Orneklem 1 Degerleri

Yi Xi XiYi Yi? Xi?

70 80 | 5600 | 4,900 | 6,400

65 100 | 6,500 | 4,225 | 10,000

90 120 | 10,800 | 8,100 | 14,400

95 140 | 13,300 | 9,025 | 19,600

110 | 160 | 17,600 | 12,100 | 25,600

115 | 180 | 20,700 | 13,225 | 32,400

120 | 200 | 24,000 | 14,400 | 40,000

140 | 220 | 30,800 | 19,600 | 48,400

155 | 240 | 37,200 | 24,025 | 57,600

150 | 260 | 39,000 | 22,500 | 67,600

¥ | 1,110 | 1,700 |205,500 | 132,100 | 322,000

YXETY-TX YXY, (322,000)(1,110)- (1,700)(205,500)
Po=—13 XP-(XX)2 (10)(322,000)- (1,700)2 = 244546
5 nEYX-RY X _ (10)(205500)-(1,110)(1,700) _ oo

T nYxZ(XX)?  (10)(322,000)- (1,700)2

Bu sonuglar, boliim 2.4°de verilen 6rnekteki sonuglarla (yuvarlamalar hari¢) aynidir.



Varyans ve kovaryans hesabi icin ise Y. i’ hesaplanmali. Bu amagcla Y nin tahmin edilmis
degerleri (¥;) ile buna bagl olarak {i; hesaplanmali.

Tablo 3.2: Orneklem 1 Degerleri ve Hata Terimleri

Yi Xi Y {i; ~ {i?
=24.4546+0.5090X; | =Y; — ¥,
70 80 65 5 23
65 100 75 -10 107
90 120 86 4 20
95 140 96 1 1
110 160 106 4 17
115 180 116 1 1
120 200 126 -6 39
140 220 136 4 13
155 240 147 8 70
150 260 157 -7 46
1,110 1,700 1,110 0 337
o220 _ 337 _ e
Y n-k o 10-2 0 7
., XX 322,000
Var(Bo)=0u {5 X2-(IX)2 (42.16) 70y B3zz000)- (1,700)2 ~ 11138
~ s n 10
Var(Bo=ou 5 X2-(XX)? (42.16) HoyG2z,000)-(1,700)2 — 0013
Cov(Bo B=62 ———Z2) _ _ (42.16) (~1700) = —0217

nY X2 (¥ X;)?2 (10)(322,000)-(1,700)2



