1. DIFERENSIYEL DENKLEMIN TANIMI VE SINIFLANDIRIL-
MASI

Fen bilimleri ve miihendislikte bircok olay1 agiklamak i¢in matematiksel for-
miiller veya matematiksel modeller kullanilir. Bu modeller ve formiiller genel-
likle bir bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevini yada tiirevlerini igeren bir den-
klem olarak ortaya cikar. Bir bilinmeyen fonksiyon ve onun tiirevlerini iceren
boyle bir denkleme diferensiyel denklem denir. Bagimsiz degisken sayist bir
ise bu denkleme adi (bayag1) diferensiyel denklem, bagimsiz degisken sayisi
birden fazla ise bu denkleme kismi tiirevli denklem denir.

Bilinmeyen f fonksiyonunun j—g = f'(z) tirevi, y = f(z) fonksiyonunun
bagimsiz = degiskenine gore degisim oranm oldugundan degisen olaylar: tanimla-
mak icin genellikle tiirev igeren denklemler kullanilir. Bunlara 6érnek olarak bir
tel yada zarin titregimi, radyoaktif bir maddenin bozunmasi, iletken bir ¢ubuk-
taki 1s1 akimi, bir elektrik devresindeki akim, vb... verebiliriz.

Ornekl. y bagiml degisken, = bagimsiz degisken olmak iizere

yl — ex + 1
(¥)" — (cosz)y = 2a
zy" —y = sinz—1

birer adi diferensiyel denklemdir. z = z (z,y) olmak {izere

Tzp+yzy = (y—x)z

Zew t2yy = 1
denklemleri ise birer kismi tiirevli denklemdir.

Tamim: Bir diferensiyel denklemde icerilen en yiiksek basamaktan tiirevin
basamak degerine diferensiyel denklemin basamag: yada mertebesi denir.

Bir diferensiyel denklem bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerine gére bir poli-
nom denklem olarak yazilabiliyorsa denklemde kapsanan en yiiksek basamaktan
tiirevin kuvvetine diferensiyel denklemin derecesi denir.

Ornek 2. (y’)2 —y =2z, y bagiml, z bagimsiz degiskenli 1. basamaktan,
2. dereceden denklemdir.

v +wu = sint + 1, v bagimh, ¢t bagimsiz degiskenli 2. basamaktan, 1.
dereceden denklemdir.

n-yinci basamaktan lineer bir diferensiyel denklem

dn dn—ly

d
anw—i—an,l +...+a1—y+a0y:b(x)

dan—1 dx

formundadir. Burada a;, ¢ = 0,1,...,n katsayilar1 sabit yada x degiskenine
bagli fonksiyonlardir. a;, ¢ = 0,1, ..., n katsayilarinin hepsi sabit ise bu denklem



sabit katsayili lineer denklem, bu katsayilardan en az biri x degigskeninin bir
fonksiyonu ise degisken katsayih lineer denklem olarak adlandirilir. b (z) =
0 ise bu denklem lineer homogen denklem, b(z) # 0 ise lineer homogen
olmayan diferensiyel denklem olarak adlandirilir.

Ornek 3.
y/// _ y// _ y/ +y = 623:
22y’ + 2y —32%y = z+1
22y + 2z (y)° —32%y = 0
22yy” + 2zy —32%y = 0

Birinci denklem 3. basamaktan sabit katsayili lineer homogen olmayan bir
denklemdir. Ikinci denklem 2. basamaktan degisken katsayih lineer homogen
olmayan bir denklemdir. Ucgiincii ve dérdiincii denklemler lineer degildir.

Diferensiyel Denklemin C6ziimii: n-yinci basamaktan

F (x,y,y’,...,y(”)) =0 (1)

adi diferensiyel denklemini ele alahm. f, I C R araliginda biitiin z’ler i¢in
tanimh ve n-yinci tiireve sahip reel bir fonksiyon olsun. Her = € I i¢in

F (m,f(x) (@), f (x)) -0

saglamyorsa y = f (z) fonksiyonu I araliginda (1) denkleminin bir ¢oziimiidiir
denir. f fonksiyonu denklemin basamag: kadar yani n tane keyfi sabit igeriyorsa
bu ¢oziime genel ¢bziim denir. Genel ¢oziimdeki keyfi parametrelerin 6zel
se¢imleriyle elde edilen ¢oziimlere 6zel ¢dziim denir. Genel ¢oziimden elde
edilemeyen ancak denklemi saglayan ¢oziimlere de aykiri, tekil yada singiiler
¢oziim denir.

Ornek 4. y” —y = 0 diferensiyel denkleminin genel ¢oziimii ¢; ve ¢y keyfi
reel sabitler olmak iizere y = c1e® +coe™* fonksiyonudur. y = 2e®, y = e*+e~ %
fonksiyonlar1 da verilen denklemin birer 6zel ¢oziimleridir.

Bir Egri Ailesinin Diferensiyel Denkleminin Elde Edilmesi:

Bir egri ailesini ¢oziim kabul eden diferensiyel denklemi elde etmek icin
¢oziim fonksiyonundaki keyfi parametre sayisi kadar tiirev alinip, ¢oziim fonksiy-
onu ve tiirevleri arasinda keyfi sabitler yok edilir.

zoy diizleminde bir parametreli egri ailesi f (x,y,¢) = 0 olsun. Bu egri
ailesinin x bagimsiz degiskenine gore bir kez tiirevi alinip, tiirevi ve kendisi
arasinda ¢ keyfi sabiti yok edilirse 1. basamaktan F (z,y,y’) = 0 diferensiyel
denklemi elde edilir. c¢q,co, ..., ¢, keyfi parametrelerini igeren

f (Jf, Y, C1,C2, "'7071,) =0



n parametreli egri ailesinin diferensiyel denklemini bulmak igin bu egri ailesinin x
bagimsiz degiskeninine gore n kez tiirevi alinip kendisi ile tiirevleri arasinda keyfi
parametreler yok edilerek n-yinci basamaktan F' (a:,y,y’ , ...,y(")) = 0 diferen-
siyel denklemi elde edilir.

Ornek 5. y? = 2cz+1 egri ailesini ¢oziim kabul eden en diisiik basamaktan
diferensiyel denklemi bulunuz.
Coziim. 32 = 2cx +1 esitliginin her iki yaniim x bagimsiz degiskenine gore
tiirevi alinirsa
2y’ =2c—yy =c

elde edilir. Bu ifade egri ailesinin denkleminde yerine yazilirsa 1. basamaktan
v =2xyy’ +1
diferensiyel denklemi bulunur.
Baslangic Deger ve Siir Deger Problemi

Bir diferensiyel denklemin kogullar1 bagimsiz degiskenin tek bir degerinde
verilmigse kogullara diferensiyel denklemin baglangig kogullari, diferensiyel den-
klemle birlikte baglangi¢ kosullarimin olugturdugu probleme baslangic deger
problemi denir. Kogullar bagimsiz degiskenin birden ¢ok degerinde verilmigse
kosullara sinir kosgullari, diferensiyel denklemle birlikte sinir kogullarinin olus-
turdugu probleme de sinir deger problemi denir.

Ornek 6.

y'—ay +5y=0, y(0)=0, ¢y (0)=1
bir baglangi¢ deger problemidir.
3y —y + 2Py =sinz , y(0)=0, 3 (1)=2

bir sinir deger problemidir.



