5. HAFTA
Rasgele Vektorlerin Karakteristik Fonksiyonlari

Rasgele vektorlerin karakteristik fonksiyonlar1 i¢in asagida verilen kavramlar, Prof. Dr. Fikri

Oztiirk’iin Matematiksel Istatistik kitabindan yararlanilarak hazirlanmistir (Oztiirk, 1995).

Tamm: X bir rasgele degisken olmak iizere,

@ () =E(e"™)
= E(Cos(tX))+iE(Sin(tX)), teR

fonksiyonuna X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu denir. |e"*

=1 oldugundan,

E(e"™) beklenen degeri her X i¢in mevcuttur. Yani her rasgele degiskenin bir beklenen degeri

vardir.

Teorem: X rasgele degiskeninin karakteristik fonksiyonu ¢, olmak iizere;
) ¢y(0)=1
i) |o,(1)|<1,7eR
iii) @, diizgiin strekli

iv) 0., (t)=e"p,(ta), t eR, (a ve b sabit)
Teorem: Bir rasgele degiskenin p inci momenti var ise k < p i¢in

dk

WQ)XU)L:O =ikE(Xk) , k= 1,2,...

dir.

Tamm: X bir rasgele degisken olmak iizere var olmasi halinde;
M, t)=E@”"); —h<t<h, h>0
fonksiyonuna X rasgele degiskeninin moment iireten(¢ikaran) fonksiyonu denir.

Bir rasgele degiskenin karakteristik fonksiyonu her zaman vardir ancak moment iireten

fonksiyonu olmayabilir.

Eger bir X rasgele degiskeninin moment lireten fonksiyonu var ise, M, (it) = ¢, (¢) dir. Bu

nedenle moment iireten fonksiyonlar da olasilik dagilimlarini tek bicimde belirlemektedir.



Bir X rasgele degiskeninin moment iireten fonksiyonu var ise,

dir.

dk
?MX(t)L:O =EX"), k=1,2,..

Tamm: X'=(X,,X,,...,X,) p-boyutlu siirekli bir rasgele vektor olmak iizere:

a)

b)

d)

Var olmasi halinde, E(X/ X} ...Xl;” )degerine X, X,,...X 'nin (k.,k,,....k,)-ortak
momenti denir. Burada ki, k,,...,k, "ler negatif olmayan sayilardur.

Var olmast halinde, E[(X,-E(X,))" (X, -E(X,))"..(X ,—E(X, ))k” )]degerine
X, X0 X, nin (kyskysennk,) - merkezi ortak momenti denir.

Var olmasi halinde,

,,,,,

fonksiyonuna X\, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin ortak dagiliminin moment lireten

fonksiyonu ve

My (£)=E(@™); 1 €(~h.h)
fonksiyonuna X'=(X,,X,,..., X )rasgele vektoriiniin moment iireten fonksiyonu
denir. Burada t'=(#.t,,...,t,) ve h'=(h,h,,....h,) dir.

Prrvrrx (slyrenst,) = E(eN Ny e R, =12, p
fonksiyonuna X, X,,..., X, rasgele degiskenlerinin ortak dagilimmin karakteristik

fonksiyonu ve
o (1)=E@""); teR’

fonksiyonuna X' = (X}, X,,..., X, ) rasgele vektoriiniin karakteristik fonksiyonu denir.

Moment Ureten ve Karakteristik Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri:

i)

ii)

(DXI,XZ,A..,XF (0,0,...,0)=1 veya Oy 0)=1
MX_XZW_’XN (0,0,...,0)=1 veya M, (0)=1

— ityby +ityby +..+it b,

Payx,+by,0, X, 4by vt X 1, (t,ty50051,) X)Xy, (at,ayty,...,a,t,)



iii)

iv)

veya

it'b

Pax+n (H)=e Oy (@'t)

Ve

_ hhtnby+tpb,
a Xy +by,ay X, +by ...a, X, +b, (tl slyseees tp) - MX1 Xy X (altl s Aolysees aptp)

,,,,,

veya

M ad'X+b ()= e M X (a't)

dir. Burada a'=(q,,a,,....,a,) ve b'=(b,b,,...,b,) sabitlerden olusan vektorlerdir.

X, X0 X, rasgele degiskenlerinin ortak momentinin var olmasi halinde,
akﬁkz*"*kp ik/ \ \ .
— 7 U=
—atklétkz v Px, ., (4555001 )) =" E(X["Xp.. X))
L2y t=ty=..=t,=0
ve
akl+k2+.“+kp i . .
—6tk‘8tk2 v My x . X, (2,855051)) =EX["Xy .. X))
L=z = p =t =..=t,=0
dir.
¢X1,X2 ..... Xp (t t 9 ’t ’0703-..90) = ¢X1,X2,...,Xk (tl’tZ"" tk)
ve
MXI,XZ,A..,XF (tlatzr-"tk’()a 0,...,0) =MX1,XZ ..... X, (tl’t2"">tk)
dir.
X, X,,...., X, bagimsiz rasgele degiskenler ise, X,,X,,..., X, rasgele degiskenlerinin

ortak dagiliminin karakteristik ve moment iireten fonksiyonlari, rasgele degiskenlerin
marjinal dagilimlarinin karakteristik ve moment iireten fonksiyonlarinin g¢arpimi

bi¢ciminde yazilabilir. Yani

Px, .x, X, (ll,lz,...,lp) =@y, (tl)¢X2 (tz)---(oxp (tp)

.....



ve
My x,.x,(tstysest,) = My ()M (1) M (2,)
dir.
Ornek: X' =(X,,X,,X,) rasgele vektoriine iliskin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

e >0,x,>0, x;>0

f (%, Xy, %;) =
Xp X, X5 A 2073 0 ; diger yerlerde

olsun.

a) X'=(X,X,,X,) rasgele vektoriiniin moment iireten fonksiyonunu elde ediniz.
b) E(X?X,X,) in degerini bulunuz.
¢) (X,,X,) nin moment iireten fonksiyonu elde ediniz.

d) E(X))’ielde ediniz.
Coziim:

a)

MXI X, X3 (tl ’t27t3) = E(eth‘+t2X2+t3X3)

00 00 00

11X+ Xy H3 X —X] =Xy —X-
=J-J.jell R B 3d d d
000

XX X3

1
()-8
R 1 1
S (-1) (=1) (1-1)
=MXl(tl)MX2(t2)MX3(t3) ;<1 6, <1, <1

dir. Burada X, X,, X, rasgele degiskenleri bagimsizdir.

b)
0! 1
E(X12X2X3): 2 [ ]
82‘1 81282‘3 (l—tl)(l—tz)(l—t3) T
=2 3 1 2 2|
(l—tl) (1—2‘2) (1—13) =ty =ty0

=2

bulunur.



MXI,XZ (4,1,) :MXI,XZ,X3 (t,1,,0)
_ 1
(l_tl)(l_tz)

;1,<0,1,<0

drr.

d)
0
E(X))= _MXI,XZ,X; (t,1,,1;)
o » f=t=1;,=0
_ 1
=) -1,

=1
olarak bulunur. Ayrica X, rasgele degiskenin beklenen degeri, X, ’in moment iireten

fonksiyonu ile de bulunabilir. Buradan,

My (t)=My y x(,0,0)

= ! ; 1, <0,
(1 - tl)
dir ve
d
E(X1) = —MXI (tl)
dt, 4=0
1
(1=4)",
=1
elde edilir.

Ornek: X . CYD. & bagimsiz rasgele degiskenler ve her biri

e ; x>0, i=L2,..,p

X )=
T () {0 ; diger yerlerde

olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olsun. Y =X +X,+..+X  rasgele degiskeninin

olasilik dagilimin1 bulunuz.



Coziim: Burada her bir X, ’nin dagilimi, @ =1 olan iisteldir.

M, ()=E(")

— E(etX1+tX2+...+tXp )

G

dir ve bu moment iireten fonksiyon Gamma dagilimina sahip bir rasgele degiskenin moment
iireten fonksiyonudur. Ayrica Ustel dagilima sahip rasgele degiskenlerin toplaminin

dagilimmin Gamma oldugu bilinmektedir. Buradan

—— e’ 5 y>0
Sy (»)=1T(p)
0 ; diger yerlerde

dir. Yani Y ~ Gamma(l, p) dir.

Ornek: X,,X,,..., X, bagimsiz rasgele degiskenler ve i=1,2,...,k i¢in

n.
fX,(xi)=( ’)p"'(l—p)”f"‘f ;x,=0,1,...,n, 0< p<l
; .

1

olsun. ¥ = X, + X, +...+ X, rasgele degiskenin olasilik dagilimini bulunuz.

Coziim: Burada her bir X, ’nin dagilimi, n, ve p parametreli Binomdur ve Binom rasgele
degiskenin Moment iireten fonksiyonu M, (#)=(1-p+ pe')" dir. Burada Binom dagilimima

sahip bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamini dagilimi istenmektedir.



M, (@)= E(ety)

— E(e’X‘ +X )+ A )

= E(H e

olarak elde edilir. Buradan Y’nin olasilik fonksiyonu

k

. Z”
fY(y): ;nl py(l—p)i:l
y

iy

k
;y:O,l,...,Zni, 0<p<l

i=1

k
dir ve Y ~ Binom(z n., p) dagilir. Yani bagimsiz Binom rasgele degiskenlerin toplaminin

i=1

dagilim Binomdur.

Ornek: X, X0 X, bagimsiz rasgele degiskenler ve i=1,2,...,p i¢in

e AT

x|

1

Jx (%)= ; x,=0,1,...

olsun. ¥ = X, + X, +...+ X, rasgele degiskenin olasilik dagilimini bulunuz.

Coziim: Burada her bir X,’nin dagilimi, A, parametreli Poissondur ve Poisson rasgele

degiskenin Moment iireten fonksiyonu M, (¢) = ¢ dir. Burada Poisson dagilimina sahip

bagimsiz rasgele degiskenlerin toplamini dagilimi istenmektedir.



M, ()= E(ety)

— E(etXl X+ X, )

olarak elde edilir. Buradan Y’nin olasilik fonksiyonu

,i;ﬁ_ P
e A (Z/Ii)y

o) = s y=0,1,...
y:

P
dir ve Y ~ Poisson(z&.) dagilir. Yani bagimsiz Poisson rasgele degiskenlerin toplaminin
i=1

dagilim Poissondur.



