KONU 5: DOGRUSAL PROGRAMLAMA MODELINDE DUALLIK KURAMI

Her d.p.p. kendisi ile igsel baglantili, ikincil bir problem yapisina sahiptir. Bir d.p.p.” de,
problem modelinin baslangic formiilasyonu Primal (birincil) olarak tanimlanirsa, digeri Dual
(ikincil) olarak adlandirilir. DP” da duallik, d.p.p.” nin ¢6ziimine kolaylik getirmesinin yani sira
verilen modele uygun olarak ekonomik agiklama ve yorum yapma olanagi saglayip, modelin
yapisina veya parametrelerdeki degisimler ile ilgili islemlere kolaylik getirmektedir.

Primal ve dual problemlerin yansittigi ¢ozimler farkli ekonomik gostergelerdir. Eger bir
d.p.p.” de amag, optimal Urlin/faaliyet belirlenmesi ise primal model, kaynaklarin en etkin

kullanimi s6z konusu ise de dual model tercih edilecektir.

5.1. Dual Modelin Gosterimi
Bir primal modeli dual modele doniistiirme isleminde asagidaki bilgiler dikkate alinmahdir.
e Primal modelde amag¢ maksimizasyon (minimizasyon) ise, dual modelde amag
minimizasyon (maksimizasyon) olur.
e Primal modeldeki her bir kisit icin bir dual degisken vardir.
e Primal modeldeki her degisken icin bir kisit vardir.
e Primal modelin kisitlarinin sag yan degerleri, dual modelin amag fonksiyonu
degiskenlerinin katsayilari olur.
e Primal modelin amag fonksiyonu degiskenlerinin katsayilari, dual modelin kisitlarinin
sag yan degerleri olur.
e Primal modelde n tane degisken ve m tane kisit varsa, dual modelde m tane degisken
ve n tane kisit vardir.
e Primal modelde kisitlarin yonleri “<” biciminde ise, dual modelde kisitlarin yénleri “>"
bicimindedir. Bu iliskinin tersi de dogrudur.

e Her iki modelde de karar degiskenleri negatif olmama kosuluna sahiptirler.

Primal-Dual modelin yasal bicimde gdsterimi asagidaki gibidir:

P: max Z=cX D: min Z=b'V
AX<b = AV=>c
X=0 V>0

P: min Z=cX D: max Z=b'V
AX>b = AV<c
X=>0 V>0



Ornek 1:

P: min Z=3X, +5X,
2X, +4X,<5
X, +7X,28
X, X, 20

biciminde tanimli primal problemin yasal bicimde dualini aliniz.

Coziim:

P: min Z=3X, +5X, D: max Z=-5V, +8V,
—2X,—4X,>2-5 _ -2V, +V, <3
X, +7X,28 -4V, +7X,<5
X, X,20 Vi,V, 20

Ornek 2:

P: min Z=3X, +5X,
2X, +4X,<5
X, +7X,28
5X,+2X,=3
X, X;20

biciminde tanimli primal problemin yasal bicimde dualini aliniz.

Coziim:
NOT: Bir d.p.p.” d herhangi bir kisit “=" bigiminde verilmis ise bu kisit, “<” ve “>" bi¢ciminde

iki kisit olarak yazilir. Daha sonra problem yasal bicime dénustirilerek, duali alinir.

n
Z%‘Xj <b
j=1

Za’/Xl:b/ I=1,2,...,m
j=1

P: min Z=3X,+5X,  P: min Z=3X, +5X,

—2X,—4X,>-5 —2X, —4X,>-5 D: max Z=-5V, +8V, +3V, -3V,
X, +7X,>8 X, +7X,28 —2V, +V, +5V, -5V, <3
5X,+2X,>3 ' 5X, +2X, >3 —4V, +7V, +2V, -2V, <5
5X,+2X, <3 —5X, —2X,>-3 V,,V,,%,,V, >0
Xy, X, >0 Xy, X, >0



5.2. Primal-Dual Model Ozellikleri

Teorem 1: Bir d.p.p.
P: max Z=cX
AX=b
X>0

biciminde tanimlansin. Buna gore, dual model

D: min Z=b'V
AV>c
V isareti belirtiimemis

dir.
ispat:
P: max Z=cX . ' ' "
AX<b D: min Z=b'V'=b'V"  D: min Z=b'(V'-V")
_AX<-b AVV,—C\"\LOZC , A(V’—)'/>)Zc
XZO ’ = V,V _0

NOT: V=V'-V" vektdriine isareti belirilmemis vektér denir. Ciinki, V',V" >0 oldugundan,
iki negatif olmayan vektor farkina esit olan V vektoriiniin elemanlari negatif, sifir veya pozitif
olabilir. Buna gore,
V>V'=>V>0
V=V'=>V=0
V'<V'=V<0
dir. Bu nedenle V vektéri isareti belirtiimemis olarak adlandirilir. Verilen primal modelin
duali

D: min Z=b'(V'-V")

Ar(vf _ Vﬂ) Z C'
V isareti belirtilmemis

biciminde elde edilir.

Teorem 2: Bir d.p.p.

P: min Z=cX
AX=b
X>0

biciminde tanimlansin. Buna gore, dual model



D: max Z=b'V
AV<c
V isareti belirtiimemis

dir.

NOT: Primal modelin i. kisiti esitlik bigciminde ise i. dual degiskenin isareti belirtiimemistir.

Teorem 3: Bir d.p.p.

P: max Z=cX
AX<b
X isareti belirtiimemis

biciminde tanimlansin. Buna gore, dual model

D: min Z=b'V
AV=c
V>0
dir.

ispat: X isareti belirtiimemis degisken yerine X=X—X" vazlirsa, tim degiskenler “>0"
kosulunu saglar ve d.p.p.

P: max Z=c(X'-X")
A(X'=X")<b
X, X">0

bicimine donuslir. Bu primal problemin duali alinirsa,

D: mm/Z:b'V D: min Z=b'V
A'V>c / '
’ 1] AV=C
—AV2>—c V>0
V>0 -
olur.

NOT: Primal modelde i. degiskenin isareti belirtiimemis ise, i. dual kisit esitlik bicimindedir.

Teorem 4: Bir d.p.p.

P: max Z=cX
AX=b
X isareti belirtiimemis

biciminde tanimlansin. Buna gore, dual model



D: min Z=b'V
AV=c
V isareti belirtimemis

dir.

Teorem 5: Bir d.p.p.
P: max Z=cX
Zaijxjsbi ,i1=1,2,...,k
j
Zainj:b,. ,i=k+1,k+2,...m
j
XjZO , j=1,2,...,n

biciminde tanimlansin. Buna gore, dual model

D: min Z=b'V
AV>c
V.20 ,i=1,2,..,k
V. isareti belirtilmemis , i=k+1,k+2,...m

dir.

Teorem 6: Dualin duali primali verir.
ispat:

P: min Z=cX D: max Z=b'V
AX>b = AV<c
X=>0 V>0

Dual modelde katsayilar (-1) ile ¢arpilirsa,

D: min Z=-b'V
—A'V>—¢
V>0

elde edilir. Bu dual modelin duali alinirsa

D: max Z=—-cX min Z=cX
—AX<-b = AX>b
X>0 X>0

primal modele ulasilir.



Teorem 7:

P: max Z=cX
AX<b
X=0

biciminde tanimli primal modelin bir uygun ¢ézimi X,

D: min Z=b'V
AV>c
V>0

dual modelin bir uygun ¢6zimu V, ise,
X, <b'V,
dir. Buna gore, primal modelin amac¢ fonksiyon degeri, dual modelin amac¢ fonksiyon

degerinden kuclktir veya esittir.

Teorem 8:

P: max Z=cX
AX<b
X=>0

biciminde tanimli primal modelin bir uygun ¢o6ziimu X,

D: min Z=b'V
AV>c
V>0

dual modelin bir uygun ¢6zimi V olsun. Bu iki uygun ¢6zimin amag fonksiyonuna verdigi
deger birbirine esit (cX=b'V ) ise, X ve V sirasiyla primal modelin ve dualin en iyi

¢Ozlmleridir.

Teorem 9: Primal ya da dual modellerden herhangi biri en iyi ¢dziime sahip ise, digeri de en

iyi cozlime sahiptir ve her iki modelin amag fonksiyon degerleri aynidir.

Ornek 3: Asagidaki primal modellerin, (i) dualini ve (ii) yasal bicimde dualini aliniz.

a. P: max Z=X, + X,
3X, +4X,=12

X, —2X,=4

X, X, 20



D: min Z=12V, +4V,
3V, +V, =1
4v, -2V, 21
V., V, isareti belirtilmemis

P: max Z=X, +X,
3X,+4X,<12
—-3X,—-4X,<-12 -
X, —2X,<4
-X,+2X, <-4
X, X, 20

D: min Z=12V, +4V, +4V, -4V,
3V, -3V, +V, -V, >1
AV, -4V, =2V, +2-4V, 1
V,,V,,V,,V, 20

b. P: max Z=2X,+3X,
X, +2X,>5
5X, +3X,<6
4X,+5X,=7
X,, X, >0

i. D: min Z=5V,+6V,+7V,
-V, +5V, +4V, >2
-2V, +3V, +5V, >3
V;,V, 20, V, isareti belirtiimemis
ii. P: max Z=2X,+3X, D: min Z=-5V, +6V, +7V, -7V,
- X, —2X,<-5 -V, +5V, +4V, -4V, >2
5X,+3X,<6 N -2V, +3V, +5V, -5V, >3
4X, +5X,<7 Vi,V,,\,V, 20
—4X, —5X,<-7
X, X, >0

P: min Z=-2X, + X, —3X,
2X, =X, + X3 =5
X, +X,— X, =—4
X,— X, +3X,<6
X1, X, 20, X, isareti belirtiimemis

i. D: max Z=5V, -4V, -6V,
2V, +V, —V, <2
—V,+V,+V, <1
V, -V, +3V, =-3
Vi, V, 20, V, isareti belirtiimemis



ii.  P: min Z=-2X,+X,-3(X;—X}) D: max Z=5V, -4V, +4V, -6V,

2X1_X2+(X;_X§)25 2\/1"'\/2_\/3_‘/4S_2
X+ X, —(X5—-X5)>—4 Vi +V, =V +V, <1
= Vi =V, +V, -3V, <-3

- X, =X, +(X5—X3)=4
- X+ X, —3(X;—X})>—-6
X,, X,,X5,X3>0

-Vi+V, -V, +3V, <3
Vi.V,, W, v, 20

5.3. Dual Modelin Ekonomik Yorumu

Bir primal-dual model iliskisi

P: max Z=cX D: min Z=b'V
AX<b = AV>c
X>0 V>0

biciminde tanimli olsun. Primal modelin en iyi temeli B ve buna iliskin fiyat vektori c; olsun.
Z=cX;=¢,B'b=Vb (5.1)

oldugundan, (11.1) esitliginin b’ ye gore tiirevi alindiginda

_:c371:V' 5.2
b e (5.2)

elde edilir. Buna gore, sag yan deger b, ,i=1,2,...,m de yapilacak bir birimlik artisin amag

fonksiyonunda olusturacagi degisiklik miktarn dual degisken V. ,i=1,2,...m ile verilir.

Ekonomik olarak, V dual vektorli, b ihtiyaglar vektoriiniin “golge fiyatlari” olarak
adlandirilir. Golge fiyat, herhangi bir Gretim kaynagi miktarinin bir birim artirilmasi veya
azaltilmasi durumunda amag fonksiyonunda meydana gelecek artis veya azalis olarak

tanimlanir.

b ,i=1,2,..m, i. kisitin sag yan degeri olmak uzere, bu /. kisitin golge fiyati, optimal Z

degerini artiran (maksimum problemde) ya da azaltan (minimum problemde) miktardir. Bir
kaynagin golge fiyati, o kaynagin marjinal verimini gosterir. Bir d.p.p.” de bir kisit ile ilgili
marjinal deger, o kisitin sag yan degerinin bir birim artirilmasi halinde amag fonksiyonunun
yeni degeri ile orijinal problemdeki optimal degeri arasindaki fark olarak tanimlanir. Bu

marjinal degere de “golge fiyat” denir.



Verilen d.p.p. i¢in optimal ¢6ziime ulasildiginda, i. kaynaktaki degisim primal modelin amag

fonksiyonunu etkileyecektir. V. ,i=1,2,...,m, i. kaynakta bir birim artig yapildiginda primal

modelin amag¢ fonksiyonunun en iyi degerinin i. kaynaktaki artis karsisinda degisimini
vermektedir. i. kaynaktaki bir birimlik artis, amag fonksiyonunun en iyi ¢g6zimiine karsi gelen

degerinde V, kadar bir artisa neden oldugundan, karar vericinin bu kaynagin bir birim artisi

icin ddemeye hazir olacagi fiyat en fazla V, kadar (i. kaynagin gélge fiyati kadar) olmalidir.

NOT 1: Verilen bir primal d.p.p. simpleks tablo ile ¢ozilirse, primal problemin en iyi ¢6zim
tablosundan, dual d.p.p.” nin en iyi ¢c6zimi{ bulunabilir. Primal problemin optimal ¢6ziim

tablosundaki gevsek degiskenlere iligskin Z;,—¢c;, j=12,.,m degerleri, dual degisken

degerleridir.

NOT 2: Bir primal model sinirsiz ¢6ziime sahipse, dual modelin uygun ¢6zimi yoktur. Bir

primal modelin uygun ¢6ziimi yoksa, dual model sinirsiz ¢oziime sahiptir.

Ornek 4:

P: max Z=8X,+9X, +4X,
X+ X, +2X,<2
2X,+3X,+4X;<3
7X, +6X,+2X;<8
X1, X5,X320

biciminde tanimli primal modelin en iyi ¢6ziim tablosu asagida verilmistir.

Optimal tablo 8 9 4 0 0 0

Ce T, X Y1 Y, Y3 Yy Ys Ye
0 X, 7/9 0 0 4/3 1 -1/9 -1/9
9 X, 5/9 0 1 8/3 0 7/9 -2/9
8 X, 2/3 1 0 -2 0 -2/3 1/3
Z=31/3 0 0 4 0 5/3 1/3

Bu tablodan yararlanarak, dual modelin en iyi ¢6zimiini elde ediniz.



Coziim:
Verilen primal model standart halde

P: max Z=8X,+9X, +4X,
X+ X, +2X,+ X, =2
2X, +3X, +4X;+ X =3
7X, +6X, +2X;+ X, =8

X;=20,i=1,2,..,6

bigimindedir.

112100
A=2 3 4 0 1 0| , b=
76 2 0 01

00 W N

B=[a, a, a;]=/ baslangic temel matristir.

Dual model,

D: min Z=2V, +3V, +8V,
Vi+2V,+7V, 28
Vi +3V,+6V; =29
2V, +4V, +2V, 24
V.20,i=1,2,3

dir.
V' =c,B"
esitliginden dual degisken degerleri belirlenir. Burada,

¢ : Primal modelin en iyi ¢6ziim tablosundaki temel degiskenlerin fiyat degerleri

B! :Primal modelin en iyi ¢o6zim tablosunda ilk baslangic temele iliskin vektorlerin
olusturdugu matris

dir. Buna gore,

V'=c,B8"
1 -1/9 -1/9
=[0 9 8]0 7/9 -2/9
0 -2/9 1/3
=[0 5/3 2/3]

bulunur. Dual degisken degerleri primal problemin en iyi ¢6zim tablosundaki gevsek

degiskenlere iligkin Z; —c; degerleridir.
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Optimal tablo 8 9 4 0 0 0

Gy T, Xz Y1 Y, Y3 Ya Ys Yo
0 X, 7/9 0 0 4/3 1 -1/9 -1/9
9 X, 5/9 0 1 8/3 0 7/9 -2/9
8 X, 2/3 1 0 -2 0 -2/3 1/3
Z=31/3 0 0 4 0 5/3 2/3

Buradan, dual modelin amag fonksiyon degeri,

min Z:2x0+3x5+8xz:2
3 3 3

bulunur.

V,=0 = 1. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik artis amag fonksiyonunu
etkilemez.

5 5
V, == = 2. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik artis amag fonksiyonunu 3 birim

etkiler (artirir).

2 2
V, == = 3. kisitin sag yan degerinde yapilacak bir birimlik artis amag fonksiyonunu 3 birim

etkiler (artirir).

Ornek 5:

D: min Z=6V, +8V, +7V, +15V, +V,
Vi+V,+3V, 24
V,+V,+V, -V, >3
V,.20,i=12,..,5

biciminde tanimli dual modelin en iyi ¢6zim tablosu asagida verilmistir.

Optimal tablo 6 8 7 15 1 0 0

Cs T, X, v, v, v, v, v, Ve v,
15 A 1/2 1/2 -1/2 0 1 1/2 -1/2 1/2
7 A -1/2 -1/2 3/2 1 0 3/2 1/2 -3/2

Z=25 -2 -5 0 0 -4 -4 -3
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Bu tablodan yararlanarak, primal modelin en iyi ¢6zimini elde ediniz.

Coziim:
Verilen dual model standart halde

D: min Z=6V, +8V, +7V, +15V, +V, +0V, +0V,
V,+V, +3V, -V, =4
V,+V, +V, -V, -V, =3
V.20,i=1,2,.,7

bigimindedir.

1013 0 -1 O 4
A= , b=
0111 -1 0 -1 3

B=[a, a,|=/ baslangic temel matristir.
Simpleks tablo V; ve V, temel degiskenleri ile en iyi ¢6zim aramasina baslayip, V, ve V,

degiskenleri ile sonlanmistir.

X=c,B"
[ 7]{1/2 —1/2}
~1/2 3/2
=[4 3]

Primal model,
P: max Z=4X,+3X,
X, <6
X,<8
X, +X,<7
3X, +X,<15
-X,<1
X, X,=20

olur. Buna gore,

max Z=4x4+3x3=25

bulunur.
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