KONU 8: DOGRUSAL OLMAYAN OPTiMiZASYON
Bir matematiksel programlama probleminde, amag fonksiyonu ile kisitlarin bazilari ya da
timi dogrusal olmayan ifadeler ise, probleme, dogrusal olmayan programlama problemi

(d.o.p.p.) denir. En iyi ¢cozim elde edilmek istenilen bir d.o.p.p.

max /min Z = f(X)
9,(X)<0 , i=1,2,..,t (8.1)
h(X)=0, j=1,2,..,m

bigiminde tanimlanabilir. Karar degiskenleri vektord, X=[X, X,... X,] olmak izere,
g9,(X)<0, i=12,.,t kisit sistemi ele alinsin. g;(X)=0 denklemini saglayan X’ lerin

kiimesi, tasarim uzayinda bir cok boyutlu yizey olusturur. Bu kisit yilizey, tasarim uzayini,

9,(X)<0 ve g;(X)>0 olmak izere ikiye béler. g;(X)<0 olan bélgedeki noktalar,
“uygun/kabul edilebilir” olup, g,.(X)>O olan bolgedeki noktalar “uygun olmayandir”

yorumu yapilir. hj(X)=0 , j=1,2,...,m kisit yizeyleri topluluguna bilesik kisit yizeyi denir.

Sinir noktasi: Bir ya da daha fazla kisit ylizeyinde bulunan tasarim noktasidir.

Serbest nokta: Herhangi bir kisit ylizeyinde yer almayan noktadir.

Bir d.o.p.p. de Ugten cok karar degiskeni varsa, grafiksel ¢6zim yaklasimi kullanilarak,
probleme ¢6ziim bulunamaz. Problem ancak matematiksel olarak ¢ozilebilir. D.o.p.p. nin
timilni ¢ozebilen genel bir ¢6zim yontemi yoktur. Bu amagla farkh ydntemler

gelistirilmistir.

NOT: Bir f(X) fonksiyonunun minimum noktasi X~ ise, ayni nokta fonksiyonun negatifi olan

—f(X) in de maksimum noktasidir.



8.1. Dogrusal Olmayan Programlama Problemleri
Ornek 1: Bir (iretici Gg tip Griin Gretiyor. Bu Uriinlerin aylik satis hacmi ve birim satis fiyatlari

sirasiyla Xj ve fj, j=1,2,3 ile gosterilsin. Birinci ve ikinci Girtinln satis hacmi kendi fiyatlarina,

Uclncl Grundn satis hacmi ise diger Urlinlerin satis hacmine baghdir. Daha 6nceki bilgilere

gore, X; ve f; arasinda agagidaki bagintilarin olacagi tahmin ediliyor:
X, =10-f,

X,=16—-f,

1 1
X;=6—=f+—
s =6-2h+h

Bu Ui¢ Uriniin birim maliyetleri sirasiyla 6, 7 ve 10 birimdir. Uretim, is giicii ve makine
zamanlari ile sinirlidir. Her ay 1000 makine saatine ve 2000 is glicl saatine sahiptir. Birinci
arinin her birimi 0.4 makine saati ve 0.2 is glici saati, ikinci Griniin her birimi 0.2 makine
saati ve 0.4 is glicU saati, UGc¢linch Grindn her birimi ise 0.1 makine saati ve 0.1 is glicli saati
kullaniyor. Aylk kazanci maksimum yapacak olan satis miktarini bulmayr amaclayan

problemin matematiksel modelini olusturunuz.

Cozum:
Karar degiskenleri: X, :j. Grtinden satilacak miktar, j=1,2,3

Amac fonksiyonu:
F(X)=(£iX, —6X, )+ (X, —7X, ) +(f2X; —10X;)

=((10-x,) X, —6X,)+((16— X, ) X, —7x2)+{(20—%—2x3jx3 —1ox3j

olmak lzere, d.o.p.p.

1
max Z=4X, —X: +9X, — X5 +10X, —2X’ _EX2X3

0.4X, +0.2X, +0.1X, <1000
0.2X, +0.4X, +0.1X, <2000
Xy, Xy, X520

biciminde tanimlanir.



Ornek 2: Kenar uzunluklari a, b, ¢ olan iiggen bicimindeki bir arazinin ¢evresinin yarisi s’ dir.
Bu arazinin gevresine 600 m uzunlukta dikenli tel gekilmek isteniyor. Dikenli tel ile gevrilen
ucgen bicimindeki alani maksimum yapacak bicimde problemi d.o.p.p. bigiminde

modelleyiniz.

Coziim:
NOT:
Uc Kenar Uzunlugu Verilen Uggenin Alam

ABC dggenin cevresi

Qi.&ﬁ} =a + b + c olmak dzere,

o

a+b+c i C(ABC)
2 2

u=

A(ABC)=Ju (u—a) (u-b) (u—c)

seklindedir.

Yukaridaki bilgiden yararlanarak, verilen problemin matematiksel modeli

max Z = \/s(s—a)(s—b)(s—c)
a+b+c=600
a<b+c
b<a+c
c<a+b
a,b,c>0

biciminde elde edilir.

Ornek 3: Bir maden isletmesinin B1, B2, B3 ve B4 bdlgelerinde birer maden ocag
bulunmaktadir. Bu doért boélgeden cikarilan madenleri depolamak icin bilyik bir depo
yapilmasi isteniyor. B2 ocagi, B1 ocaginin 150 km dogusunda ve 260 km kuzeyindedir. B3
ocagl, B2 ocaginin 150 km dogusunda ve 140 km glineyindedir. B4 ocagl, B3 ocaginin 50 km
dogusunda ve B1 ocaginin 160 km kuzeyindedir. Depo ile maden ocaklari arasindaki
baglantiyl saglayacak yollarin uzunlugu minimum olacak bicimde, depo i¢in en uygun yeri
belirlemek amaciyla olusturulabilecek amag fonksiyonu ne olur?

Coziim: (Kisitsi d.o.p.p.)

min £(X) = X2 + X2 +4/(X, ~150)" + (X, —260)" +1/(X, ~300)" + (X, ~120)

+\/(x ~350)" +(X, —160)"




8.2. Matematiksel Gosterimler
Tanim 1: (Oklid Uzayi)

Uzerinde bir i¢ carpim fonksiyonu tanimlanmis sonlu boyutlu vektdr uzayidir.

Tanim 2: (Norm)

E" OKlid uzayi verilsin. Burada, x=[x,%,...x,] ve y=[y,¥,..y,] vektérleri tanimlansin. x

ve y vektorleri arasindaki uzakhk

||x—y||:\/(x1 —yl)2 +(x, —yz)2 +ot (X, —yn)2

bigiminde tanimlanir.

. 2 2 2
y =0 olmasi durumunda, X’ in normu ||x||=\/x1 + X5 +...+x, olur.

Tanim 3: (i¢ Carpim)

X, y € E" olmak Gizere, X ve y vektorleri arasindaki ic carpim

n
x'y=Zx,y,.
i=1
biciminde tanimlanir. Eger, i¢ carpim sifirise (x'y =0), X ve y vektorleri birbirine diktir.

NOT: (Cauchy-Schwartz Esitsizligi) |x'y| S||x|| ||y||

Tanim 4: (Dogru)

E" Oklid uzayinda, S#< kimesi tanimlansin. x;, x, € E" olsun. Bu iki farkli noktadan
gecen dogru,

S={x:x=2x%+(1-2)x, , —0<x<w}

biciminde verilen S noktalar kiimesi olarak tanimlanir ya da S noktalar kiimesine, x; ve x,
den gegen dogru denir. Burada, A skalerdir. 0<A<1 igin, S, x; ve x,’ yi birlestiren dogru

parcasi adini alir.

Tanim 5: (Digbhiikey Kiime)

X, ve x, noktalarini birlestiren dogru pargasi da S kiimesinin bir 6gesi ise, S klimesine

disbiikey (konveks) kiime denir.



Digblkey kiime Dighiikey olmayan kiime

Tanim 6: (Disbiikey Bilesim)

n
X;, Xy, ..., X, ayni kimenin farkl noktalari iken 4, >0,i=1,2,...,n ve Z/I, =1 olmak Uzere,
i=1

n
Xo =Xy + X+ A A X, = Z/Lx,
i=1
biciminde elde edilen x,’ a, verilen noktalarin disbikey bilesimi denir.

n
(1-2)x, +Ax, bicimindeki noktalar, 4 >0,i=1,2,..,n ve le,:l olacak bigimde, x, ve
i=1

x, noktalarinin digblkey bilesimleridir. Burada, 4, :(1—/1) ve 4, =4 dr.

Tanim 7: (Cok Boyutlu Diizlem)

E"’ de ¢cok boyutlu diizlem,

S={x:cx=2z}

noktalar kiimesi olarak tanimlanir. Burada, c#0 ve z sabittir.

Ornegin, S={(x.,%,,%;): X, +2%, —x; =4} €E* dr.

Tanim 8: (Kapal Yarim Uzay ve A¢ik Yarim Uzay)
Cok boyutlu dizlem E"’vyi
S={x:c’x>z} ve S={x:c'x<z} biciminde iki kapali yarim uzaya ayirir. Kesin esitsizlik

durumunda, S’ ye agik yarim uzay denir.



Tanim 9: (Ug Nokta)
S, E" uzayinda tanimli bir dishiikey kiime olsun. x;, x, €S, 21€[0,1] ve x=(1-2)x, + Ax,,
X=X, =X, ise, x €S, 5§’ nin bir u¢ noktasi adini alir.

{x:Ax=b, x>0} bicimindeki cok boyutlu kiime, sonlu sayida ug noktaya sahiptir.

Teorem: S={x:Ax=b, x>0} bos olmayan bir kiime olsun. Burada, A, ranki m olan mxn

boyutlu matris ve b, m boyutlu vektordiir. Bu o6zellige sahip S kiimesinin en az bir ug
noktasi vardir.

Ozellik 1: Bir kiimenin farkli iki noktasinin disbiikey bilesimi olarak yazilamayan noktasi var
ise, bu noktaya uc¢ nokta (kdse nokta) denir.

Ozellik 2: Eger, f(x)zc'x fonksiyonunun en iyi ¢6zimi var ise, bu nokta uygun ¢6zim
alaninin bir u¢ noktasidir. Amag fonksiyonu en iyi degerini birden fazla u¢ noktada aliyorsa,

bu noktalarin her disbiikey bilesimi de en iyi ¢cozimdiir.

Tanim 10: (Disbiikey Fonksiyon)

S, E" de tanimli bos olmayan bir kiime olsun. f(x) fonksiyonu, S’ de disbikey bir
fonksiyon ise,

f(/Ixz+(1—/1)x1)S/If(xz)+(1—/1)f(x1)

biciminde tanimlanir. Burada, x;, x, €$ ve /16[0,1] dir.

f(x) fonksiyonu, kesin disblikey bir fonksiyon ise,

f(/lxz+(1—l)x1)<lf(x2)+(1—/1)f(x1)

biciminde tanimlanir.

Buna gore, —f(x) fonksiyonu, icbikey (konkav) fonksiyon olacaktir.

Disbikey fonksiyonlarin toplami disbilikey bir fonksiyon, icblikey fonksiyonlarin toplami da
icbikey bir fonksiyon olur.

Dogrusal olmayan programlamada, ele alinan bir fonksiyonun disbiikey veya icbikey

oldugunun belirlenebilmesi olduk¢a dnemlidir.



Bir disblikey fonksiyonun grafiksel gésterimi, Sekil 8.1” de verilmistir.

Burada,
j A=(x,,f(x))
D=(%,f(x,))
B=(1x, +(1-2)x, f(Ax, +(1-1)x,))
C=(Ax, +(1=2)xy, AF (%) + (1= A) F(x,))

X (-2 +2x X olarak tanimhdir.

Sekil 8.1. Digbiikey bir fonksiyonun grafiksel gdsterimi

Bir icbtikey fonksiyonun grafiksel gosterimi ise, Sekil 8.2’ deki gibi olacaktir.

v

Burada,

A=(x,f(x))

D=(x.f(x2))

C=(Ax, +(1-A)x;, £ (Ax, +(1-2)x,))

| | . B=(Ax, +(1-2)x, Af(x,)+(1-2)f(x,))

x, (1=-A)x +4x, x,

y=fx)

olarak tanimlidir.

Sekil 8.2. icbiikey bir fonksiyonun grafiksel gésterimi

Sekil 8.3’ te, ne konveks ne de konkav bir fonksiyonun grafigi gorilmektedir.

\

Y
><

Sekil 8.3. Ne disblikey ne de icbiikey bir fonksiyonun grafiksel gésterimi



Ornek 4: n boyutlu uzayda, cok boyutlu diizlemin bir disbiikey kiime oldugunu gésteriniz.
Coziim:

S ={(x1, Xy, oo s Xy )10y Xy +0oX, +. 4 d X, =b} €E" olmak Uzere x; ve x, noktalarinin
disbiikey bilegimi x = Ax, +(1—4)x, dir.

D'=[d, d,...d,] olmak tizere

D'x =D'(Ax, +(1-2)x,)
=D'Ax, +D'x, —D'Ax,
=D'x, +(1-4)D'x,
=b(A+1-1)

D'x=b

bulunur.

Ornek 5: Bir yarim uzayin Ust tarafinda bulunan noktalarin olusturdugu kiimenin disbiikey
kiime oldugunu gosteriniz.
Cozum:
X, yarim uzay uzerinde ise, D'x, =b
X, yarim uzayin Ust bolgesinde ise, D'x, > b
yazilabilir. Bu iki noktanin, (x; ve x, ) disbiikey bilegimi
D'x=D'(Ax, +(1-4)x,) , 0<A<1

=AD'x, +(1-1)D'),

W/ | _—
>b =b

olacagindan, D'x > b dir.

Ornek 6: Bir dogrusal programlama probleminin (d.p.p.), tim uygun c¢éziimlerinin
olusturdugu kiimenin disbikey kiime oldugunu gosteriniz.

Céziim: x noktasi, x,, X,, ... ,X, noktalarinin dogrusal bilesimi olarak,

Xy + X, + A X, =X

n
biciminde yazilir. Burada, A4, >20,i=1,2,...,,n ve Zl, =1 dir. Bu tanimlardan,

i=1



Ax =A(AX, + X, +... 4+ AX,)
=L AX, + LAX, +...+ 4, AxX,
o U O

b  =b =b

olup,

Ax=b(A +A,+..+4,)

bulunur. Z/I, =1 oldugundan, Ax=b dir.

i=1

Ornek 7: Disbiikey fonksiyonlarin toplaminin da disbiikey fonksiyon oldugunu gésteriniz.

Cozim: ScE™ bir disbikey kiime ve f.(x), i=1,2,...m disbikey fonksiyonlar olsun.

i

m

G(x)=)_f/(x) olarak alinsin.

i=1

£i(Ax + (1= 2) ) S 2£ () +(1-2)fi(x) , 0<2<1

S (A + (1= %) A3 £ () +1- D) (5) L xxpes

G(Ax, +(1-2)x% )< AG(x,)+(1-2)G(x,)

olup, G fonksiyonu disbikeydir.

Ornek 8: f(x) =x*, xeR, fonksiyonunun disbiikey fonksiyon oldugunu gosteriniz.
Coziim:
f(x) fonksiyonu, f(Ax,+(1-A)x)<Af(x,)+(1-2)f(x,) 0< A <1biciminde

gosterilmeli.

2

(2 +(1=2)x )" <205 ) +(1-2)(x)
A% +24(1-2)x,x, +(1—/1)2x
22X +22(1-2) XX, +(1—/1)2x — A% —(1—/I)xf <0
—A(1=2)x; +24(1-A)x.x, —A(1-2)x{ <0

—l(l—l)(xg —2X,X, +xf)£0

—A(1-2)(x, —x,)' <0
~——

U S—r
>0 >0 >0

2
1
2
1

oldugundan, f(x)=x" fonksiyonu disbikeydir.



8.3. Dogrusal Olmayan Denklemlerin Cozimii

Newton-Raphson Yontemi

Es anli dogrusal olmayan esitliklerin  ¢oziim kimesinin  bulunmasinda kullanilan
yontemlerden biri de Newton-Raphson (N-R) yontemidir. N-R yontemi, dogrusal olmayan

denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢6zimu igin iteratif (yinelemeli) bir yaklagim sunar.

e Tek Degiskenli Dogrusal Olmayan Denklemlerin Coziimii
Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonu Sekil 8.4" teki gibi tanimlansin. f(x):0 denklemini
saglayan x degerinin elde edilmesi (kék degerinin bulunmasi) ile ilgilenilsin. f(x)=0
denkleminin koklerinden biri yaklasik bir deger olarak x, olsun. x, degeri, Sekil 8.4’ te x; ile
belirtilmistir. x; noktasindan cizilen dikey cizginin egriyi kestigi noktadaki tegetinin, x -
eksenini kestigi nokta ( x,,, noktasi) kok noktasina daha yakindir. Buna gére amag, x; noktasi

biliniyorken, kdke daha yakin olan x;,; noktasini elde etmek olmalidir.
f(x)a
egim = f'(x;)

()

A

kok 1(x:)
VAol

el
£
kel
2 4

Sekil 8.4 Newton-Raphson formiliiniin geometrik agiklamasi

X;,; nhoktasi da, f(x) fonksiyonunun x; noktasindaki egiminden bulunacaktir. Burada,
tan 6= f'(x;)

dir. Buna gore,

tan ng,(xj):L)(i)jX' —x _ f(Xi)
X —X

i+1 i ' (81)
i ~Xin f (Xi)

elde edilir. Esitlik (8.1) ile tanimli yinelemeli nokta degeri x,,,, Taylor derisi kullanilarak da

elde edilebilir.

10



NOT 1: Tek degiskenli bir f(x) fonksiyonunun x, civarindaki Taylor agilimi

R O

f"(x0)+...+M £ (%) + -

n!

Buna gore, 1. dereceli Taylor agilimindan (2 ve sonraki dereceli tiirevler ihmal edilebilir)

£(x)= F ) +(x-x6 ) (x0) =0

f(x)
X=Xy~ (8.2)
f'(x)
elde edilir. Genel ifade,
.y f(x)
Xir1 = X; f,(X,-) (83)

biciminde tanimli olup, N-R yontemi ile elde edilen denklemdir.

e Newton-Raphson yénteminin hata analizi
Verilen f(x) fonksiyonunun gergel koklerinden birinin & oldugunu kabul edilsin. Bu koke
yaklasmakta kullanilan N-R formiili ile gercek sonugtan ne kadar uzaklasildigi incelenmek
istenilsin. Burada, hata miktari h ile gosterilsin.
i. yinelemede yapilan hata miktari,
hi=x,-¢&
olur. Buna gore, (i+1). adimda yapilan hata miktari,
hy =X =8
dir. Buradan,
hi—h; :(Xi+1 _f)_(xi _é):XHl —X;

elde edilir. Esitlik (9.3) ile tanimli genel ifade kullanilarak (i+1). adimda yapilan hata miktari

=h _f(Xi)

h; 1 =1 P
i+ f(X,-)

(8.4)

biciminde yazilabilir.
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e Newton-Raphson yakinsaklik kosulu
Eger, f(x) fonksiyonunun iki kdkii var ise ve bu kékler birbirine cok yakin ise, ortalama
deger teoremine gore bu iki kok arasinda, f’(g”):O olacak bigimde bir { degeri vardir.
Esitlik (10.2) deki x degeri

ot

biciminde tanimlanirsa, N-R yontemi ile kok bulmak igin secilecek baslangic noktasinin

yakinsaklk kosulu

<1 (8.5)

olarak tanimlanir.

e Newton-Raphson algoritmasi
Adim 1: f(x) fonksiyonu icin Esitlik (8.5) ile tanimli yakinsaklik kosulu dikkate alinarak bir
baslangic noktasi belirlenir.

Adim 2: Gergel koke yaklasik bir deger, Esitlik (8.3) ile taniml yaklasim formili kullanilarak

elde edilir.

Adim 3: Ai+1:|xi+1—xi|<g ise durulur. Son bulunan ¢6éziim, kabul edilen kiguk bir £>0

sabitine gore, koke en yakin deger olarak kabul edilir.

e Cok Degiskenli Dogrusal Olmayan Denklem Sisteminin C6ziimii
Adim 1:
fi(x)| [o
L(x)| |0
f(x)=| - |=|"

PACIRE

denklem sistemi belirlenir.
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Adim 2: x, baslangi¢ noktasi, € >0 durdurma kosulu belirlenir.

Adim 3: Denklem sisteminin 1. tiirev matrisi (J) tanimlanir ve ilgili ¢6zim noktasi igcin matrisin

tersi (/1) belirlenir.
Adim 4: Yeni ¢6ziim degeri, x,,, =x, —[J]" f(x;) hesaplanir.
Adim 5: A, , =|x,,; —x;| <€ ise, durulur. Son bulunan ¢dziim verilen durdurma kosuluna gére

koke en yakin ¢c6zim olarak kabul edilir. Aksi halde, durdurma kosulu saglanincaya

kadar yinelemeli islemlere devam edilir.

Ornek 9: f(x) =x>+2x* +10x—20=0 esitligi ile tanimli f(x) fonksiyonunun gergel kokini
N-R yéntemini kullanarak elde ediniz. Burada, x, =0 ve ¢=0.01 aliniz.

Coziim:

f(x,)=r(0)=-20

f(x)=3x"+4x+10= f'(x,)=f'(0)=10

fln) _, (29)

X, =Xy — =0 =

f'(%) 10

A, :|X1 —x0| :|2—0| =2>¢ oldugundan, 2. yinelemeye gecilir.

f(x) ~2-2°_146
30

A, :|x2 —x1| :|1.46—2| =0.54 > ¢ oldugundan, 3. yinelemeye gegilir.

f(x,)=r(1.46)=1.97
f'(x,)=r"(1.46)=22.23

X3 =X, — f’(XZ) 21.46—ﬁ=1.37
f'(x)

A, :|x3 —x2| :|1.37—1.46 =0.09 > ¢ oldugundan, 4. yinelemeye gecilir.
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=f'(1.37)=21.12
G 137-229%2_ 1 3678
4 3 f,(X3) 21

A, =|x, —x;|=[1.3678 -1.37|=0.003 < ¢ oldugundan durulur.
Buna gore, son yinelemede elde edilen x, = x =1.3678 en iyi ¢céziim noktasidir.

f(x*): —0.0213 =0 bulunur.

Ornek 10:

fi(x)=x{ =10x, +x; +8=0
f(x)=x.x; +x,—10x, +8=0

biciminde tanimli dogrusal olmayan denklem sisteminin ¢6zim kimesini N-R yontemini

kullanarak elde ediniz. Burada, x, =0 ve £€=0.2 aliniz.

Cozum:

1) 2x,—10 2x,
X)=
X2+1  2x,x,—10

x, =% [ (%) ] F(x,)
ol s

. _[os0
1710.88
, =, x| <[ 080][0] [ 00
171m %ol 088 |0| |0.88
-1
x2=x1—[1(x1)] f(x,)
~10.80 —0.124 —-0.025|[1.4144
~10.88| |-0.026 -0.122 || 0.61952

o _|099
271 0.99

> [gﬂ oldugundan, 2. yinelemeye gegilir.
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2 o
A, =[x, —x,|= <[O } oldugundan durulur.

0.2

0.99] [0.807 [0.19
0.99| |0.88| |0.11

Son bulunan deger, en iyi ¢ozimddr.

oy _[0:99]_[1
7271099 |71

* 0.0602 0
f(x )_{0.0603} = {0} bulunur.
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